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Chapitre 1 : Programmation linéaire

1) Exemple

Un transporteur dispose d’un camion dans lequel il peut charger au maximum, soit 2 tonnes, soit 4m>
de matériel.

Il peut transporter les marchandises M1 et M2 :

e M1 :1000kg/m?

e M2 :250kg/m?

Il facture le transport de M1 a 10€ la tonne et le transport de M2 a 24€ la tonne.
Il ne peut transporter qu’un volume de M2 inférieur ou égal a (5m® — 2*VolM1)
Questions:

Quel chargement optimal le transporteur doit-il emporter ?

Quel poids (ou volume) de M1 et M2 le transporteur doit il emporter pour que son bénéfice soit
maximal ?

Il faut formaliser le probléme sous la forme d’un programme linéaire.

Soient :

e Plle poids de M1

e P2 le poids de M2

e Vl1levolume de M1
e V2 levolume de M2

Les contraintes :

P1 + P2 < 2tonnes (1)
V1+V2<4m?® (2)
V2 <5m’-2*V1 (3)

Fonction économique z :
Maxz=10P1 + 24 P2

Conversion des contraintes dans la méme unité :

P1+P2<2 (1)
P1 P2

T+ES 4 (2)
p2_ o 2 al
0.25 1

Maxz=10P1 + 24 P2
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P1+P2<2 (1)
P1+4P2<4 2)
2P1+4P2 <5 (3)

Maxz=10P1+24 P2

Programme linéaire :

e Deux variables

e trois contraintes

o Une fonction économique a maximiser

Forme générale :

e Une fonction économique a maximiser
Max z=Cix1 + Cx; +...+ Cx,,

® m contraintes

O apXy + apXy +..4 anX, (1)
O axXp+ ayXy ..+ anX, (2)
o ..

O amiX1 + amaXo oot AmnXn (m)

2) Méthode graphique
2.5 |
(1) P2=—-P1+2

(2) P2=—-P1+1

(3) P2=—2P1+2
2 4

z = 10P1 + 24P2
z=0pP2=-2p1
24

solution optimale :

Pl=1et P2=Z-)z=28

=>» 1 tonne de P1, 750 kg de P2 =» bénéfice 28€

3
Solution optimale : (1, Z)
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3) Méthode algébrique

En utilisant le méme exemple

X1+ X%, <2 (1)
X1 +4x, <4 (2)
2x1 + 4'x2 <5 (3)

Max z = 10x4 + 24 x,
On sait que la solution se trouve en un sommet du polygone (cf. résolution graphique)

Le principe de la résolution algébrigue :

e Enumération de I'ensemble des sommets du polygone

e Calcul de la valeur de la fonction économique en ces sommets
e On garde la valeur maximale de la fonction économique

Pour déterminer les sommets il faut introduire des variables d’écart :
X <2<°9x;+x,=2avec x, =0
X1 =229x;—x,=2avec x, =0

X1+ Xy +x3 =2 (1)
X1 +4x, + x4 =4 (2)
2xq1 +4x, + x5 =5 (3)

X3 X4 Xs => Variables d’écart
X1 Xy =>» Variables principales

Si x3 = 0, la solution se trouve sur x; + x, = 2
Sixs = 0, la solution se trouve sur 2x; + 4x, = 5

Donc si x3 = 0 et x5 = 0, la solution se trouve a l'intersection de x; + x, = 2 et de 2x; +4x, =5

Pour obtenir un sommet du polygone il fait annuler 2 des 5 variables de la forme standard.

n=2 =» nombre de variables principales
m=3  =» nombre de variables d’écart

La solution obtenue est appelée solution de base.

3 1
>x, == Xg =5 Xg =3 z=27

Solution de base admissible car V i, x; = 0 =» sommet du polygone

x=0 x5=0

-)x2=% X3 = x,=—1 z=30

Solution de base non admissible car x, < 0 =» cela ne correspond pas a un sommet du polygone
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Algorithme :

1) déterminer toutes les solutions de base admissibles, annuler n variables sur les n+m variables avec
Vi, x; = 0 =» sommet du polygone

2) Calculer z
3) Garder la valeur max

Calcul du nombre de solutions de base :
n _ (n+m)!
n+m—

n!'m!

Si n=2 et m=6 comme dans cet exemple il y a 10 solutions de base
n=6, m=6 =» 924 solutions de base

4) Méthode algébrique du simplexe

En utilisant le méme exemple

X1 + X <2 (1)
X, +4x, < 4 (2)
2x1 +4x, <5 (3)

Max z = 10x4 + 24 x,

Introduction des variables d’écart :

X1+xZ+x3=2 (1)
x1+4x2 +X4=4 (2)
2x1 +4x, + x5 =5 (3)

10x; + 24x, + Ox3 + Ox4 + Ox5 = z

Solution évidente :

x=0 x,=0

—calcul des autres variables
X3=2 x4=4 x5=5 z=0

On veut augmenter z (z = 10x; + 24 x,) :
e On choisit d’augmenter x; ou x,, dans ce cas on augmentera x, car la dérivée partielle est
plus importante (24>10)
e Onposex,=0etx; =0
La nouvelle solution doit étre une solution de base admissible c'est-a-dire Vi, x; = 0
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Résolution :

X3 >0 X3=2—10 2—-6=0 6<2

w20 > |m=4-40 [_> [4-4620 [__>| 6<1
5

x5>0 x5=5—49 5—-46>0 QSZ

0 = mi (215)—1
=min|21,72)=

La nouvelle solution:

x=0 x,=1

—calcul des autres variables
x3=1 x,=0 x5=1 z=24

On veut augmenter z, pour cela il faut augmenter les variables x; ou x, (celles qui sont égales a 0)
On doit exprimer z en fonction de x; et x4, pour cela on utilise la deuxieme contrainte (la seule qui
contient x; et x,)

1 1
Xy =1—Zx1—zx4

zZ = 10x1+24_6xl_6X4
Z— 24 = 4x; — 6x,4

> 4x; + 0xy + 0x3 — 6x4 + Ox5 = z — 24

3 1
Zx1+x3_zx4 =1 (1)
1 1
le‘l'xz +Zx4 =1 (2)
X1 — X4 +x5=1 (3)

On augmente x; car4 > —6

Onpose:x; =0 x,=0 Vi, x;, =0

1
X, =0 1—1920 6 <
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La nouvelle solution:
Xl = 1 x4 = 0
—>calcul des autres variables

3 1
Xy =75 X3 =7 xs =0 z=28

eme

On exprime z en fonction de x, et x5 (les variables nulles) ; pour cela on utilise la 3°™ contrainte.
X1 — X4 +x5=1

X1 =1+x4 — x5

zZ—24 =4+ 4x, — 4x5 — 6x4
z— 28 =—2x, —4xg

90x1+0x2+0x3_2x4_4x5=Z—28

1 3 1

X3+ oXg = X5 =7 (1)
1 1 3

Xz ¥ 5%y =X =7 (2)

Xg— X4 x5 =1 (3)

Comme les coefficients de x, et x5 sont négatifs dans I'équation z = f(x,, x5) on ne peut plus
augmenter z.
La solution est donc :

x1=1

_3
x2—4
z =28
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5) La méthode des tableaux du simplexe

X1 + Xy <2 (1)
X, +4x, <4 (2)
2x; +4x, <5 (3)

Max z = 10x4 + 24 x,

Introduction des variables d’écart :

x1+x2+x3=2 (1)
X1 +4x, + x4 =4 (2)
2x1 +4x, + x5 =5 (3)

10xq + 24x5 + 0x3 + 0x4 + Ox5 = z

Vecteurs hors Vecteurs de
base base
A A
r N Y
¢ 1 Xy Xa X3 Xy Xs
0 3 1 1 1 0 0 2
0 4 1 0 1 0 4
0 5 2 0 0 1
G; 10 24 0 0 O
Sol 0 0 2 < 3
Aj |1o0]2a] 0] oo o]z

1°" régle : Choisir I'indice j du vecteur colonne qui entre dans la base tel que A; soit le plus grand
positif possible.

Alz 10
A,= 24
= A,= 24 est le plus grand > j=2

Le vecteur colonne 2 entre dans la base.
2eme

régle : Choisir I'indice i du vecteur colonne qui sort de la base tel que i corresponde la valeur

minimale (toujours positive) des rapports de la forme ;—‘ (j étant le j de la 1°™ régle)
3]

X _2_,

az, 1

X 4

e B

aq, 4

X 5

S —--125

asoy 4

Le vecteur colonne 4 sort de la base (i=4).

10
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C; i X1 Xy X3 X4 Xg

3 Z 0 1 % 0 1 | ligne[3]-(ligne[4] :4)
24 | 2 1ol L]o 1 | ligne[4] :4

4 4

0 5 1 0 0 -1 1 1 | ligne[5]-4*(ligne[4] :4)

G 10 24 O 0 0

Sol 1 1 0 1

Aj ‘ ‘ 0 | 0 ‘ -6 ‘ 0 ‘ ‘ 24 ‘Z:Iigne[Aj]-24*(Iigne[4] :4)
Régle 1:
A1= 4
A4: _6

= A;= 4 estle plus grand 2 j=1

Régle 2:
x 1 4
asq 3/4 3
x»_1_,
az1 1/4
X5_1_1
a51_1_

Le vecteur colonne 5 sort de la base (i=5).

C; i X1  Xp X3 X4 Xg
1 3 1], e 4

3 0 0 1 g —% g ligne[3]-(ligne[5] :*/3)
24 | 2 0 1 0 > |32 2 ligne[2]-(ligne[5] :4)
10 | 1 110|011 1 | ligne[5]

C 10 24 0 0 O

Sol 1 2 L0 o

© i %

A [ oo o] -2]-a] [28]z:lignelajl-4*iignels]
x =1

3
X, = 2
z =28

11
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6) utilisation de variables artificielles

X1 + Xy <2 (1)
X, +4x, <4 (2)
2x; +4x, <5 (3)
X, Fx, > (4)

2

Max z = 10x4 + 24 x,

Introduction des variables d’écart :

X1+ x, +x3 =2 (2)
x1+4x2 +x4=4 (2)
2x1 +4x, + x5 =5 (3)
.X'1‘|'.X'2_x6:l (4)

2

10x; + 24x, + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg = z

x, =0 X3 =2 X5 =5
x2=0 X4_:4' Xeg = — T

=>» Cette solution de base n’est pas admissible

Pour trouver une solution de base admissible on introduit une variable artificielle (x;)

x1+x2+X3=2 (1)
X; +4x, + x4, =4 (2)
2x1 +4x, + x5 =5 (3)
xl+x2_x6+X7=% (4)

10x, + 24x, + Ox3 + Ox4 + Ox5 + Oxg — Mx;, =z  (avec M>>0)

12
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C; i X1 Xy X3 X4 Xs Xg X7
0 3 1 1 1 0 0 0 2
0 4 1 0 1 0 0 0 4
0 5 2 0 0 1 0 0 5
-M 7 1 0 0 0 -1 1 1/,
G 10 24 0 0 0 -M
Sol 0 0 2 4 5 0 1,
= N l
Aj |l ¥l o]o]o|m|oO < | 2z
< < NZ
1°" regle :
24+M > 10+M
=>» 2 rentre en base
2°™ regle :
1% est le plus petit ax—l‘z =>» 7 sort de la base
C; i X1 Xy X3 Xg X5 Xg X7
0 3 0 0 1 0 0 1 -1 3/,
0 4 -3 0 0 1 0 4 -4 2
0 5 -2 0 0 0 1 4 -4 3
24 2 1 1 0 0 0 -1 1 1,
G 10 24 0 0 0 0 -M
Sol o % *h 2 3 0o 0
y [0 lofo o m ws [22]

A,= —M — 24 soit une valeur largement négative et donc nous pouvons a présent nous passer d’'x,

ere

1°" regle :
=>» 6 rentre en base

zeme

regle :
=>4 sort de la base

C; i X1 Xy X3 X4 Xs Xg
0 3 3/, 0 1 |- | O 0 1
0 6 -3, 0 o | Y | o 1 Y,
0 5 1 0 0 -1 1 0 1
24 2 Yy 1 0 Yy | O -1 1
o 10 24 0 0 0 0
Sol 0 1 1 0 1 1,
oy [ 4]ofof6]ofo]|[2]:




Moca B2

2007

1% régle :
=> 1 rentre en base

eme

2" régle :
=»5 sort de la base

C; i X1 Xy X3 X4 Xs Xg
0 3 0 1 I, | =34 O Y,
0 6 0 0 |- | 3, 1 5/,
0 1 0 -1 1 0 1
24 | 2 0 0 | Y |-Y]| O 3/
G 10 24 0 0 0 0
Sol 1 3/, Yy 0 1 5/4
aAj Lofo|-2]-4]0]o]|[z28
x1=1
3
xZ =Z
z =28

7) Probleme dual d’'un programme linéaire

a) Introduction

Probléme primal :
MaxZ - C1x1 + szz + "'+ Cnxn

a1X1 + A%y + o+ apxy, < Bg (2)
az1X1 + Ay2Xp + -+ ArnXn < BZ (2)
Am1Xy + AmaXxy + o+ AppXy < By (m)

Vie[l,n]l:x; =0

e Maximisation de z
e Contraintes <

14
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Probléme dual :
Min z' = Bju; + Byu, + -+ Byu,

allul + a21u2 + A + amlum 2 Cl (1)
a12u1 + a22u2 + A + amzum 2 CZ (2)
ApUy + AupUy + -+ A, = Gy (n)

vie[l,n]:u; =0
e minimisation de 7’
e Contraintes >
Exemple :

Probléme Primal :

Max z = 14x; + 17x, + 12x3

X1 +x; +x3 <40 (1)
10x; + 12x, + 7x3 < 420 (2)
6x1 + 9x2 + 5x3 < 280 (3)

Probléme dual :

Min z' = 40u, + 420u, + 280u;

uq + 10”2 + 6U3 > 14 (1)
uq + 12”2 + 9U3 =>17 (2)
uq + 7u2 + 5u3 > 12 (3)

b) Résolution du probléme dual par la méthode du simplexe

Introduction de variables d’écart :

uq + 10u, + 6uz —u, = 14 (1)
uy + 12u,; + 9uz —us = 17 (2)
uq + 7u2 + 5u3 - u6 =12 (3)

Max — z' = —40u; — 420u, — 280us + Ouy + Ous + Oug

Solution évidente :

u1—0 u4—_14‘
u, =0 us = —17
u3—0 u6__12
z=0

Ce n’est pas une solution de base admissible car uy, us, ug < 0

15
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Introduction de variables artificielles:

uq + 10u, + 6uz —uy +u, = 14 (1)
uy + 12uy + 9uz —us +ug = 17 (2)
Uy + 7uy + 5Suz —ug +ug = 12 (3)

—z' = —40u; — 420u, — 280u3 + Ouy + Oug + Oug — Mu, — Mug — Mu,

C; i X1 Xy X3 X4 Xs Xg X7 Xg X
-M 7 1 10 6 -1 0 0 1 0 0 14
-M 8 1 12 9 0 -1 0 0 1 0 17
-M 9 1 7 5 0 0 -1 0 0 1 12
C]- -40 -420 -280 0 0 0 -M -M -M
Sol 0 0 0 0 14 17 12
I [
| N N
N N} © |
] o o S ~ ,
Aj + + + M| -M | -M 0 0 0 w -z
2B |8 <
X | =

Apres un certain nombre d’itérations :

C; i X1 Xy X3 Xy X5 Xg
-40 1 1 0 0 3/, 8, | -8, 38/,
-420 2 0 1 0 -4 | 37 37
-280 3 0 0 1 5/, =37 | =% 57
o -40 -420  -280 0 0 0
Sol 38/, 3/, 5/, 0 0 0
Aj 0 0 0 _160/7 _100/7 _20/7 _4180/7 —7

16
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c) Passage du tableau final du probléme dual au tableau final du probléme primal

C; i X1 X X3 X4 Xs Xg
-40 1 1 0 0 3/7 8/7 - 18/7 38/7
-420 2 0 1 0 -4/ Y 3/7 37
-280 3 0 0 1 5/, =341 =2, 5/,
G -40 -420 -280 0 0 0
Sol 38/, 3/, 5/ 0 0 0
A] 0 0 0 _160/7 _100/7 _20/7 _4180/7 —7
Colonnes du dual
Uq U, Uz Uy Us Ug S
Uy -1 0 0 _3/7 _8/7 4.18/7 _38/7 X4
cg' Uz 0 -1 0 +4/; -1/, -3/ -3/, Xs
a Us 0 0 -1 -5/, +3/, +2/, -5/, Xg
g Uy 0 0 1 0 0 0 X1
c
= Us 0 0 0 0 1 0 X2
Ug 0 0 0 0 0 1 X3
Aj 0 0 0 +160/ | 4100/, +20/, +4180/ +z'
X4 Xs Xg X1 X X3

Lignes du primal

Il faut multiplier les lignes du dual dont le Aj =0 et la ligne des Aj par -1.

Les régles de transformations :

variables d’écart du probléme dual < variables principales du probléme primal
variables principales du probléme dual < variables d’écart du probléme primal

lignes du probléme dual < colonnes du probléme primal
colonnes du probléme dual < lignes du probléme primal

Aj du probleme dual < solutions du probleme primal
solutions du probléeme dual & Aj du probleme primal
Z' du probléme dual < z du probléme primal

[ewlid np SaUU0|0)

17
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Xq Xy X3 X4 X5 X6 S
X1 1 0 0 -3/7 47 -5/7 1607,
Xy 0 1 0 -8/, -1/, 3/, 100/,
X3 0 0 1 18/ /7 */7 20/
Xy 0 0 0 -1 0 0 0
X5 0 0 0 0 -1 0 0
X 0 0 0 0 0 -1 0
Aj 0 0 0 .38/7 -3/7 -5/7 4180/7

De la, nous pouvons en déduire le tableau final

C; i X1 Xy X3 X4 Xs Xg
14 1 1 0 0 -3/7 4/7 -5/7 160/7
17 2 0 1 0 -8/7 -1/7 3/7 100/7
12 3 0 0 1 18/, -3/, 2/, 20/,
C]- 14 17 12 0 0 0
Sol 160/7 100/7 20/7 0 0 0
Aj 0 0 0 _38/7 _3/7 _5/7 4180/7 7z
x, = 160/,
X, = 100/
x3 = 20/ 7
z = 4180/

8) Programmation linéaire paramétrée

a) Paramétrage des coefficients de la fonction économique

Max z = 14x; + 17x, + 12x5

x1+x2+x3S40 (1)
10x; + 12x, + 7x3 < 420 (2)
6x1 + 9x2 + 5x3 < 280 (3)

Comment évolue la solution lorsque le coefficient de la variable x5 varie dans la fonction
économique ?

Max z = 14x, + 17x, + C3x3

18
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Avec C3 = 12(1 + 1) avec A € [—1; +o[ = (5 € [0; +o0]

Tableau final :
C; i X1 Xy X3 X4 X5 Xg
14 1 1 0 0 -3/, 4/, -5/, 160/,
17 2 0 1 0 -8/, -1/, 3/, 100/,
[SY
~
" 3 0 0 1 18/, -3/, 2/, 20/,
=
'_\
s
—_
G 14 17 n 0 0 0
&
Sol 160/7 100/7 20/7 0 0 0
| | | \l‘ ﬁ
\ll g N w NG g
Aj 0 0 0 ' +w ' o + z
\1‘ E Nl N s ~ ﬁ
(o)) ~ ~ o
& &
5 19 1
A -1 - - il 0o
4 108 12
38 216
4= + + - -
7 7
3 36
Asz —_— 4 — - - - +
7 7
_ 5 24 .
6~ 7 7
Soit VC4, soit Solution VC5 entre dans
Décisi ! VC4
ecision VC6 rentre C4 rentre stable la base
lercas:
ve|-n-2
' 24
Regle 1:
A>0
As< 0
Ag=0
Ay> Ag

19
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Regle 2 :
X 160
A4 N 3
X2 25
Aoy 2
x3 10
ass 9
C; i X1 Xy X3 X4 X5 Xg
14 1 1 0 s 1, -2/ /3
7 | 2 0 1| Y% Vs | %k 140/
0 4 0 0 7/18 1 -1 Yo 10/,
[5Y
N
ON
G 14 17 i 0 0 0
=
Sol 70/3 140/9 0 10/9 0 0
|3
. 4 1 5320
Aj 0 0 ': 0 - - — z
= 3 9 9
>

Sur l'intervalle 1 € |—1; ~ les Aj sont tous < 0 = FIN

Solution :
_ 70
X; = 3
_ 140
X, = 5
x3=0
_ 5320
7=

Réponses sans les développements pour les autres cas :

2eme cas :
19

A€ ] >
24’ 108
Solution identique au premier cas

20|
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3eme cas :
1e ] 19 1
108’12
La solution est stable sur cet intervalle
_ 160
X, = Z
_ 100
X, = 7
_ 20
X3 = 7
4180 240
Z = T + Tl
4eme cas:
rellita
— m
12’
2 sous cas :
1 5
relgigl
x1 = 0
xz = 20
x3 = 20
z = 580 + 2401
5
AE ]E' +00[
xl = 0
xZ == 0
X3 = 40

z = 480 + 4801

21
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b) paramétrage des seconds membres des contraintes

Max z = 14x; + 17x5 + 12x3

X1 +x; +x3 <40 (1)
10x; + 12x, + 7x3 < 420 (2)
6x1 + 9x2 + 5x3 < 280 (3)

On veut faire évoluer le membre de droite de la 3eme inéquation
6x; + 9x, + 5x3 < 280(1 + y) avecy € [—1; +oo

Conversion en probléme dual

Min z' = 40u, + 420u, + 280(1 +y) us

uq + 10”2 + 6U3 > 14 (1)
uq + 12”2 + 9U3 =>17 (2)
uq + 7u2 + 5u3 >12 (3)

Tableau final du probléme dual

C; i X1 Xy X3 X4 X5 Xg
-40 1 1 0 0 3/, 8, | -18/, 38/,
-420 2 0 1 0 -4/, 1, 3/, 3/7
|
N
(ee]
=2 5 3 2 5
- 3 0 0 1 /7 =2/7 =4/7 /7
+
=
[
N
(ee]
o
C; 40 4200 0 0 0
+
=
Sol 38/, 3/, 5/, 0 0 0
| | '
= = | -
\1| o \1| o g™ SN ]
. o S o S ,
Aj 0 0 0 + | | | -z
s |5 | 8 S
= =) = 2
= = S
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5 1 4
Y -1 - = = ©
42 8 35
160
4= — T + 200y - - - +
100 120 .
5— 7 Y
20
A6= - 7 - 80y + + - -
L. Soit VC5, soit Solution VC4 entre dans
Décision VC6 rentre
VC6 rentre stable la base
Développons le 4eme cas :
[-5r4e]
—_—— w
14 3’
Régle 1:VC4 rentre
Reégle 2 : VC3 sort
C; i X, Xy X3 X4 Xs X
-40 1 1 0 —3/5 0 5/7 _ 12/5 5
-420 2 1 4/ 0 -1/ e 1
0 4 0 0 /s 1 =35 | =% 1
|
N
8
o -40 -420 = 0 0 0
+
N
Sol 5 1 0 1 0 0
w
[\
Aj 0 0 ['\, 0 -28 -12 -620 -z
S
-<

. 4 . .
Dans l'intervalle y € [— 3 +00[ tous les Aj sont < 0, la solution est donc stable.

—z = —620 >
u, =5 >
u, =1 >
us; =0 >
u, =1 >
U,5:0 ->
ug =20 >

z =620
x4:0
XSZO
Xg = —32 + 280y
X1=0
x2_28
X3=12

23
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2 1 5 1 4
v, -1 —-Z —= S — ©
7 42 8 TR 35
X, =0 x; = 80 + 280y 2 =201 280y v =220 200 x; =0
x, =0 x, =0 x, =28
_ 20,280 =—+120
X3 =56+56y |xs=-40-280y |23 3V |*2T77 Vol =12
_ _ = 20 _
z=672+672y | z=640+560y x3=0 X =+ 80y z =620
z = 600 + 280y
4180
= ——+200y

9) Programmation linéaire en nombres entiers

Les variables x; prennent leurs valeurs dans N

La méthode de séparation et évaluation

Etape 1 : Résolution du programme linéaire

e Résoudre le programme linéaire en relaxant les contraintes d’intégrité (x; € R)
e Sila solution est entiére =» FIN
e Sinon aller a I'étape 2

Etape 2 : Séparation

e Choisir une variable x; non-entiere dans la solution optimale du programme linéaire (on
prend celle avec la plus grande partie fractionnaire)

e Partager I'ensemble des solutions admissibles S en deux sous ensembles S; et S, selon
X = X + fr Xy : partie entiere et f}, : partie fractionnaire

Xx < Xy X 2 X +1
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Etape 3 : Evaluation

Pour chaque sous ensembles S; et S, on détermine la solution optimale (avec x; € R)

On obtient deux solutions :
e Une solution z; pour x; < Xy
e Une solution z; pour x; = x; + 1

Etape 4 : Test

e On examine la solution obtenue pour chagque sous ensemble S; et S,
On fige la solution si :
0 Le sous ensemble donne comme solution I’'ensemble vide (pas de solution)
0 Le sous ensemble donne une solution optimale entiére
0 Le sous ensemble donne une solution moins bonne que la meilleur solution (entiere)
déja trouvée
Si tous les sous ensembles sont figés, on garde la meilleure solution entiére =» FIN
e Sinon retourner a |'étape 2 pour tous les sous ensembles non-figés

Exemple :
max z = —Xx; + 2x,

—4x1+6x2£9
x1+x2S4

X1, X e N

Etape 1 : Résolution du programme linéaire

(Résolution graphique)

314
xl—z—
5_,, 1
2557475
7
Z=3

25



Moca B2 2007

Etape 2 : Séparation

On choisit x, pour séparer

1
x2=2+§

1

Xy =2etfy ==

On partage I’ensemble des solutions admissibles en deux
sous ensembles.

S;: ensemble des solutions pour x, < 2
S,: ensemble des solutions pour x, = 3

On obtient deux nouveaux programmes linéaires :

PL1:
max z = —xq + 2x,

—4x, + 6%, <9
X1+xZS4
xZSZ

X1, Xy €N

Etape 3 : Evaluation

On résout PL1 :

3
x1—4
X, =2
13
2=

On résout PL2 :

Il n’y a pas de solution dans ce cas
=> S, est figée

PL2 :
max z = —xq + 2x,

—4x, + 6x, <9
x1+x2S4
XZZ?)

X1, X5 €N

5] i
i)
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Etape 4 : Test

On retourne a I'étape 2 car toutes les solutions ne sont pas figées

Etape 2 : Séparation

On utilise x4 pour séparer

3
x1=0+z

S11: ensemble des solutions pour x; < 0
S12: ensemble des solutions pour x, > 1

PL11: PL12:

max z = —Xq + 2x, max z = —Xq + 2x,
—4x; +6x, <9 —4x; +6x, <9
x1+x2S4 x1+x2£4

X2 <2 Xo <2

X1 <0 X1 =>1

xX,%; €N x, %X, €N

Etape 3 : Evaluation

On résout PL11 :

X1=0

On résout PL12 :
x1 = 1
Xy = 2

z=3

=>S,, est figée
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Normalement, il faudrait faire encore une itération avec PL111 et PL112 car PL11 donne une solution
non figée, mais on passe directement aux résultats :

PL111:

=> Sy;4 est figée

PL112:
Il n’y a pas de solution dans ce cas = S, est figée

Etape 4 : Test

Toutes les solutions sont figées =» I'algorithme se termine

x =1
x2_2
z=3
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Chapitre 2 : Les chaines de Markov

1) Représentation d’'une chaine de Markov

pn’n’(l)

Noeuds : états de la chaine de Markov
Arc : transition entre les états
Pnn : probabilité de transitionde nan’

Probabilité d’étre dans I'état n’ a l'instant i+1 : p,y(i+1) Po(1)

Probabilité d’étre dans I'état n a I'instant i : p,(i)

poli+ 1) = > - Po (1)

P+ 1) = ) Pu(D - pa (D)

Pn’ i+1= Z(pn(l) : pnn'(l))

Vecteur de probabilité :
() = |po(D), p1 (D, 2 (D), ..., P, (DI

0<p (D=1 ) pa® =1

pi+1)=p@-T

T : matrice de taille n’ X n’ formée des p,,,,

Poo Po1 Poz - Pon

Pio P11 P12z - Piw
T = T 'Ll 'L 'L

Pno Purr Pz - Prmu

p(D) =p(0) +T'
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Exemple :

€ € €3

e 0,3 0,6 0,1

(S5) 0,2 0,3 0’5

[ 0,1 0,7 0,2
Vecteur d’état p(i) :

P(i) = |Pe1, Pe2s Desl

Vecteur d’état initial :

. _|1 11
p(0) =333

On peut calculer p(1),p(2), ..., p(Q) :
p(1) =p(0) XT

p(2) = p(0) x T?

p(3) = p(0) x T3

Calcul du vecteur d’état limite :
limp(i)) =p
i[>0

p(i+1)=p@) T
Aveci »oo:p=p-T

On peut calculer le vecteur d’état limite en résolvant le systeme d’équation
On peut aussi calculer le vecteur d’état limite en faisant :

Po P1 P2 - Pw
lim T¢ = Po P1 P2 - DPw
i>o0
Po P1 P2 - Pw

Do, P1, P2, --» Py SONt les composantes du vecteur d’état limite

Dans le cas de I'exemple :

03 06 0,1
T=02 03 05
0,1 0,7 02
p = |p1, P2, psl
03 06 01
|1, P2, P3| = Ip1, 02,03l - (0,2 03 0,5
0,1 0,7 02

p =10.19,0.49,0.32]
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2) Classification des états d’'une chaine de Markov

Chaine de Markov irréductible :
Une chaine de Markov est dite irréductible si tous les états communiquent entre eux

Etats absorbants :
Un état est absorbantsip; = 1

Etats périodiques :
Un état est périodique s’il ne peut réapparaitre qu’a des intervalles réguliers équivalents
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Chapitre 3 : Les files d’attente

1) Généralités

Source

*
file d'attente /_
R e 3 o o S e [ e * X

ke N *x X

Systéme drattente

Les parametres :

1) Le nombre de serveurs:S

2) Le nombre de positions d’attente : K+S (avec K nombre de position dans la file d’attente)
3) Letype de service appliqué au modele d’attente : PAPS (FCFS)

4) Le nombre d’unités dans la source : M

5) La nature des arrivées : elles suivent une loi de Poisson

Pn (t) _ @ . e—lt

Y
A : Nombre moyen d’arrivées dans le systéeme d’attente par unité de temps
P, (t) : Probabilité d’observer n arrivées dans le systéeme d’attente sur un intervalle de temps t

Exemple : 1=10 arrivées par heure
3

10
P3(1h) = ? =75% 10_3

PlO(lh) = 0.125

6) Nature des services : ils suivent une loi exponentielle
O : Variable aléatoire qui représente l'intervalle de temps séparant deux services
PO<Bh) =1—eM
i: nombre moyen de services par unité de temps

Exemple : u=2 services par heure
P(@ <0.1h) =1—e 201 =0.18
P(@ <2h)=1-e"22=0.99
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2) File d’attente a un serveur

Les parametres :

- M=00

- K=oo

- S=1

- PAPS

- Les arrivées suivent une loi de Poisson de t * A

- Les services suivent une loi exponentielle de t * u

Hypothése :

Le nombre moyen d’arrivées par unité de temps (1) est inferieur au nombre moyen de services par
unité de temps.

Graphe de la file d’attente : Attente

T T
~__ “

Service rendu

1-(A+wAt  1—-@QA+wAt  1—QA+wAt  1—(A+At 11— A+ pAt

AAtL AAE

uAt uAt uAt uAt

a) Probabilité P,, du nombre d’unités dans le systéme d’attente
Py(t + At) = Py(t) x (1 — AAt) + Py (t) X uAt
Py(t + At) — Py(t) = —Py(t) X AAt + P;(t) X pAt

Po(t+AAtz_P0(t) =—Py(t) x A+ P (t) X u

B, (t + At) = P_1(t) X AAt + P, (t) X (1 — (A + w)At) + P4 (t) X uAt
B, (t + At) — B,(t) = P,_1(t) X AAt — B,(t) X (A + p)At + P4 (t) X uAt

P (t + AA’? —hR® _ -1 () X A= By(t) X (A + 1) + Prpyq(t) X 1
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P,(t + At) — P,
g (MR = a0
P'o(t) = —Po(t) X A+ Py () X

Py=Py () XA=P(t) x A+ p) + Ppy1(t) X u

En régime permanent :

Pn(t) =P,
PIO = 0

_POXA+P1X‘U=O
Ppy XA—=B,X(A+u)+ Py Xxu=0

A
P= ()
Pn—l'/l_Pn'(/1+l1)+Pn+1'ﬂ=O

Danslecasoun =1

Po'l_Pl'(l'l'#)'l'Pz'#:O

o= po- () e n(50) = ()
2 0 U 1 U 0 u

Danslecasoun =2

= ne ()
3 0 M

Regle générale :

/171
Pn=P0‘(;)

3

Calcul de P,

an=1

n=0
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Rappel :
/1 N+1
N — (=
Sy
- A
n=0 H 1 _ﬁ

Lorsque (%) < letque N — o alors

P0=1_'(l)

b= 9Y"(1-1)

b) Probabilité d’avoir dans le systéme un nombre d’unités N inferieur a n

2
P(N €£n) = Z(P0 -Pt)
i=0

P(N<n)=P, -Zwi
i=0
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1-— 1/Jn+1

PN M= (- )y

P(N<n)=1—ynt!

c) Nombre moyen d’unités dans le systéme d’attente n

ﬁ=Zn-Pn
n=0

ﬁ=—¢
1-9

d) Nombre moyen d’unités dans la file d’attente v

lpZ
1-9

v =

3) File d’attente a plusieurs serveurs

Les parametres :

- M éléments dans la source=c0

- K positions d’attente=co

- S>1

- PAPS

- Les arrivées suivent une loi de Poisson de (1)

- Les services suivent une loi exponentielle de (@)

Hypothése :
2
A<uSou—<1
us

Le nombre moyen d’arrivées par unité de temps est inférieur au nombre moyen de services par unité
de temps.
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Graphe du systéme d’attente :

I-(A+wAt  1-@A+2WAt 1 - QA+ (S—DwAt 1—QA+SwAt 1— A+ Spw)At

AAt ‘ AAL ‘
(50

uAt 2ult (S — DAt Sult Sult

A
\4
A

0sn<sS$ S<n

a) Probabilité P,, du nombre d’unités dans le systéme d’attente
Py(t + At) = Py(t) x (1 — AAt) + P, (t) X uAt

Pour1<n<sS:
P, (t + At) = P_1(t) X AAt + B, (t) X (1 — (A + nu)At) + P, 1(t) X (n + DuAt

Pourn=>S:
P, (t + At) = P_1(t) X AAt + B, (t) X (1 — (A + Sw)At) + P11 (t) X Sult

En régime permanent :

P,(t) = B,

P’n(t)=0

P’0=0

_/‘{P0+#P1=0

P XA=P,X(A+nu)+ Py Xx(n+1u=0 (pour1 <n<S)

Ppy XA—=B, X(A+Su)+ Py XSu=0 (pourS <n)

1¥cas:1<n<S

A
P1=;.PO
Sin=1:

p =1 (A)Z P
275 1 0
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Cas général :

1 A
Pn—a'(,‘) “Fo

2™ cas:S<n

n

1 A
b zsn-S-S!'(ﬁ) Fo

Calcul de Py :

2! (s—1)!

b) Probabilité d’attendre

A

+00

1
PUVZS):Z[”O'W‘(‘
n=s ' H

n

n=Ss

1 1
.p0.¢5—1+§.p0.¢S+ﬁ.p0.¢5+1+...:0
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P(N25)=p0.§_j.2(%)n

n=S§

s (Y
Pz =p L] (%)

St li_e" 1-y
S
PIN=S)=Py-—— =P,

c) Nombre moyen d’unités dans la file d’attente v

Yy
S—y

|
Il

l/)s+1
oG- - 92

<A
Il

d) Nombre moyen d’unités dans le systeme d’attente n

ne ¢(1+Sfal/))

e) Temps moyen d’attente dans la file tf

P
S —

t_f'=

>
Tl
<=

f) Temps moyen d’attente dans le systéme ts

Tl
95
| |2o
<
Tl

ts =

>~ 3
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Chapitre 4 : Problemes d’ordonnancement

1) Problémes d’ordonnancement avec contrainte de ressources

Contrainte de précédence :
La tache C ne peut commencer que si les taches A et B sont terminées.
= Méthodes MPM ou PERT

Contrainte de ressources :
La tache C ne peut commencer que si les taches A et B sont terminées, et qu’il y a suffisamment de
ressources disponibles pour qu’elle s’exécute.

= Méthode Sérielle (méthode de liste)

Le but est de déterminer la durée de I'ordonnancement.

Notations :

e |: ensemble des taches classées selon un ordre de priorité
e U : ensemble des taches traitées

e U: complementdeU

e t: variable quireprésente le temps

e t;: date de rélisation au plus tot de la tache i

Algorithme :

U = {0}

t=0

Tant que U =1 faire
S «(sous ensemble des taches de U disponibles a l”instant ¢
St S+ {0} alors
Choisir dans S la tache i de plus grande priorité
U=U+{i}
ti=t
Sinon
Déterminer le plus petit instant ¢ ou une tache de U
devient disponible
Fin si
Fin tant que

Remarques :
e Une tache est disponible si les taches qui la précéde sont achevées et s’il y a suffisamment de

ressources pour I'exécuter
e On ordonne les taches dans le sens des dates au plus tard croissantes.
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Exemple :

Tache | Durée | Ressource | Précédence

a 6 3 -

b 3 2 -

c 6 1 -

d 2 1 b

e 4 3 b

f 3 3 d,a
g 1 2 f, e, c

Les ressources disponibles a un instant donné sont limitées a 5.

x Date au plus tot
x Date au plus tard

I ={ab,cdef,g}
U = {0}

t =0 5 Unités de Ressource (UR) disponibles
S ={a, b, c} (Taches disponibles : a,b,c)
On choisit a (plus prioritaire)
t,=0;U ={a}
a prend 3 UR = il reste 2 UR
t =0 2 URdisponibles
S={b,c}
On choisit b
tb :O,U:{a,b}
b prend 2 UR =» il reste 0 UR
t =3 b setermine et libére 2 UR
2 UR disponibles
S ={cd}
On choisit ¢
t.=3;U={a,b,c}
c prend 1 UR =» il reste 1 UR
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t=3
t=5
t=6
t=9
t=10
t=13

1 UR disponible

S = {d}

On choisit d

tqy =3;U={a,b,c,d}

d prend 1 UR =» il reste 0 UR

d se termine et libere 1 UR

1 UR disponible

S = {@} (Aucune tache n’est disponible)
a se termine et libére 3 UR

4 UR disponibles

S={ef}

On choisit e
te=6;U=1{ab,cde}
prend 3 UR = il reste 1 UR

c se termine et libére 1 UR

2 UR disponibles

S = {@} (Aucune tache n’est disponible)
e se termine et libere 3 UR

5 UR disponibles

S={f}

On choisit f

tr =10;U ={a,b,c,d,e, f}

f prend 3 UR = il reste 2 UR

f se termine et libere 3 UR

5 UR disponibles

S=1{g}

tg=13;U ={a,b,c,d,e,f, g}

Ressources dispo

a a d

[ R N
O (M (|
O (M (|
O (M (|

RN W bk O

O || o
O |T | o
T |T | (o
o0 |||
o0 |||

9

10 11 12 13 14 temps

tdches

a(6)2 UR

b (3) 2 UR

c(6) 1UR

d (2) 1UR

e (4)3 UR

f(3) 3 UR

———————————

g (1) 2UR

10 11 12 13 14 temps
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2) Problemes d’ordonnancement sur M machines

a) Ordonnancement de N taches sur M machines identiques

e N taches morcelables de durée Py, P,, ..., Py

e M machines

e Une tache i s’exécute dans un intervalle de temps [a;, d;]
e Llatacheiestdisponibleat = q;

e Llatacheidoitd’acheverat = d;

Exemple :
a b c d

a; |0 0 0 2
pi |2 2 4 2
d; |5 3 4 5
Avec M = 2

M, C C C C A

M, B B A D D

0 1 2 3 4 5

Méthode :

1. Modélisation du probleme par un réseau de transport
2. Application de I'algorithme de Ford-Fulkerson sur le réseau de transport
Etape 1: La modélisation

On relie une tache i a un instant t si la tache i peut s’exécuter dans l'intervalle de temps [a;, d;]

Tous ces arcs ont

une capacité de [1] Nombre de
machines
duree disponibles
3' a > /
v \\ —

2 P V\ ¢ G
[4] 2 5
Y

[2] (2]

\
O

taches instants
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Etape 2 : Algorithme de Ford-Fulkerson

cf. cours de moca B1

>
(@]
>

M, B B

M, C C C D D

b) Ordonnancement de N taches non interruptibles de durée identique sur M machines
identiques

e N taches non interruptibles de durée p (p=1)

e M machines identiques

e Les contraintes de précédence sur les taches forment un graphe convergent
(Chaque noeud posséde au plus un successeur)

Le but est de minimiser la durée de I'ordonnancement.
Méthode :

1. On attribue un ordre de priorité a chaque tache
e lavaleur @j = 0 a toute tache qui n’a pas de successeur direct
e lavaleuraj = ak + 1 ol k est le successeur direct de j

2. On place les taches non disponibles sur les machines dans I'ordre de priorité décroissant
(une tache est disponible si toutes les valeurs qui la précédent sont achevées)

Exemple :
e 8tachesde duréeégaleal

e 3 machines

(»)

aj = 2

aj =1

(+)
4

44



Moca B2 2007

L = {1,3,7,8,2,5,6,4}

M1 1 8 5 6 4
M2 3 2
M3 7
0 1 2 3 4 5

La durée totale de I'ordonnancement est de 5.
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