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Chapitre 1 : Programmation linéaire 
 

1) Exemple 
 
 
Un transporteur dispose d’un camion dans lequel il peut charger au maximum, soit 2 tonnes, soit 4m3 
de matériel. 
Il peut transporter les marchandises M1 et M2 : 
• M1 : 1000kg/m3  
• M2 : 250kg/m3 
 
Il facture le transport de M1 à 10€ la tonne et le transport de M2 à 24€ la tonne. 
 
Il ne peut transporter qu’un volume de M2 inférieur ou égal à (5m3 – 2*VolM1) 
 
Questions:  
Quel chargement optimal le transporteur doit‐il emporter ? 
Quel poids (ou volume) de M1 et M2 le transporteur doit il emporter pour que son bénéfice soit 
maximal ? 
 
Il faut formaliser le problème sous la forme d’un programme linéaire. 
 
Soient : 
• P1 le poids de M1 
• P2 le poids de M2 
• V1 le volume de M1 
• V2 le volume de M2 
 
Les contraintes : 
P1 + P2 ≤ 2tonnes   (1) 
V1 + V2 ≤ 4m3     (2) 
V2 ≤ 5m3 ‐2*V1   (3) 
 
Fonction économique z : 
Max z = 10 P1 + 24 P2 
 
Conversion des contraintes dans la même unité : 
ܲ1 ൅ ܲ2 ൑ 2     (1) 
 
௉ଵ
ଵ
൅ ௉ଶ

଴.ଶହ
൑ 4    (2) 

 
௉ଶ
଴.ଶହ

൑ 5 െ ଶ௉ଵ
ଵ
     (3) 

   
Max z = 10 P1 + 24 P2 
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ܲ1 ൅ ܲ2 ൑ 2     (1) 
ܲ1 ൅ 4ܲ2 ൑ 4    (2) 
2ܲ1 ൅ 4ܲ2 ൑ 5    (3) 
 
Max z = 10 P1 + 24 P2 
 
Programme linéaire : 
• Deux variables 
• trois contraintes 
• Une fonction économique à maximiser 
 
Forme générale : 
• Une fonction économique à maximiser 

Max z=C1x1 + C2x2 +…+ Cnxn 
• m contraintes 

o a11x1 + a12x2 +…+ a1nxn  (1) 
o a21x1 + a22x2 +…+ a2nxn  (2) 
o … 
o am1x1 + am2x2 +…+ amnxn  (m) 

 

2) Méthode graphique 
 

(1) ܲ2 ൌ െܲ1 ൅ 2 

(2) ܲ2 ൌ െ ଵ
ସ
ܲ1 ൅ 1 

(3) ܲ2 ൌ െ ଵ
ଶ
ܲ1 ൅ ହ

ସ
 

 
ݖ ൌ 10ܲ1 ൅ 24ܲ2 

ݖ ൌ 0   ܲ2 ൌ െଵ଴
ଶସ
ܲ1 

 
solution optimale : 

ܲ1 ൌ 1 et  ܲ2 ൌ ଷ
ସ
   ݖ  ൌ 28 

 
 1 tonne de P1, 750 kg de P2   bénéfice 28€ 

 
   

Solution optimale : ሺ1, ଷ
ସ
ሻ 
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3) Méthode algébrique 
 
En utilisant le même exemple 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൑ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൑ 5    (3) 
 
Max z = 10ݔଵ + 24 ݔଶ 
On sait que la solution se trouve en un sommet du polygone (cf. résolution graphique) 
 
Le principe de la résolution algébrique : 
• Enumération de l’ensemble des sommets du polygone 
• Calcul de la valeur de la fonction économique en ces sommets 
• On garde la valeur maximale de la fonction économique 
 
Pour déterminer les sommets il faut introduire des variables d’écart : 
ଵݔ ൑ 2  ଵݔ  ൅ ଶݔ ൌ 2  avec  ݔଶ ൒ 0 
ଵݔ ൒ 2  ଵݔ  െ ଶݔ ൌ 2  avec  ݔଶ ൒ 0 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ସݔ ൌ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ହݔ ൌ 5      (3) 
 
  ହݔ ସݔ ଷݔ  Variables d’écart 
 ଶݔ ଵݔ    Variables principales 
 
Si ݔଷ ൌ 0, la solution se trouve sur ݔଵ ൅ ଶݔ ൌ 2 
Si ݔହ ൌ 0, la solution se trouve sur 2ݔଵ ൅ ଶݔ4 ൌ 5 
Donc si ݔଷ ൌ 0 et ݔହ ൌ 0, la solution se trouve à l’intersection de ݔଵ ൅ ଶݔ ൌ 2 et de 2ݔଵ ൅ ଶݔ4 ൌ 5 
 
Pour obtenir un sommet du polygone il fait annuler 2 des 5 variables de la forme standard. 
 
n=2    nombre de variables principales 
m=3    nombre de variables d’écart 
 
La solution obtenue est appelée solution de base. 
 
ଷݔ ൌ ହݔ    0 ൌ 0  

ଶݔ  ൌ
ଵ
ଶ
ଵݔ     ൌ

ଷ
ଶ
ସݔ     ൌ

ଵ
ଶ
ݖ     ൌ 27  

  
Solution de base admissible car ׊ ݅, ௜ݔ ൒ 0   sommet du polygone 
 
 
ଵݔ ൌ ହݔ    0 ൌ 0  

ଶݔ  ൌ
ହ
ସ
ଷݔ     ൌ

ଷ
ସ
ସݔ     ൌ െ1    ݖ ൌ 30 

 
Solution de base non admissible car ݔସ ൏ 0   cela ne correspond pas à un sommet du polygone 
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Algorithme : 
 
1) déterminer toutes les solutions de base admissibles, annuler n variables sur les n+m variables avec 
,݅ ׊ ௜ݔ ൒ 0   sommet du polygone 
 
2) Calculer z 
 
3) Garder la valeur max 
 
Calcul du nombre de solutions de base : 

௡ା௠௡׋ ൌ
ሺ݊ ൅ ݉ሻ!
݊!݉!

 

 
Si n=2 et m=6 comme dans cet exemple il y a 10 solutions de base 
n=6, m=6   924 solutions de base 
… 
 

4) Méthode algébrique du simplexe 
 
En utilisant le même exemple 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൑ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൑ 5    (3) 
 
Max z = 10ݔଵ + 24 ݔଶ 
 
 
Introduction des variables d’écart : 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ସݔ ൌ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ହݔ ൌ 5      (3) 
 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ24 ൅ ଷݔ0 ൅ ସݔ0 ൅ ହݔ0 ൌ  ݖ
 
Solution évidente : 
ଵݔ ൌ ଶݔ   0 ൌ 0 
calcul des autres variables 

ଷݔ ൌ ସݔ   2 ൌ ହݔ   4 ൌ ݖ    5 ൌ 0 
 
On veut augmenter ݖ (ݔ10 = ݖଵ + 24 ݔଶ) : 

• On choisit d’augmenter ݔଵ ou ݔଶ, dans ce cas on augmentera ݔଶ car la dérivée partielle est 
plus importante (24>10) 

• On pose ݔଶ ൌ ଵݔ et ߠ ൌ 0 
La nouvelle solution doit être une solution de base admissible c'est‐à‐dire ׊ ݅, ௜ݔ ൒ 0 
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Résolution : 
 

ଷݔ ൒ 0   
 

ଷݔ ൌ 2 െ  ߠ

 

2 െ ߠ ൒ 0 

 

ߠ ൑ 2 

ସݔ ൒ 0  ସݔ ൌ 4 െ  ߠ4 4 െ ߠ4 ൒ 0  ߠ ൑ 1 

ହݔ ൒ 0   
 

ହݔ ൌ 5 െ  ߠ4 5 െ ߠ4 ൒ 0  ߠ ൑
5
4
 

 
 

ߠ ൌ min
 
൬2,1,

5
4
൰ ൌ 1 

 
La nouvelle solution: 
ଵݔ ൌ ଶݔ   0 ൌ 1 
calcul des autres variables 

ଷݔ ൌ ସݔ   1 ൌ ହݔ   0 ൌ ݖ    1 ൌ 24 
 
On veut augmenter z, pour cela il faut augmenter les variables ݔଵ ou ݔସ (celles qui sont égales à 0) 
On doit exprimer z en fonction de ݔଵ et ݔସ, pour cela on utilise la deuxieme contrainte (la seule qui 
contient ݔଵ et ݔସ) 
 

ଶݔ ൌ 1 െ
1
4
ଵݔ െ

1
4
 ସݔ

 
ݖ ൌ ଵݔ10 ൅ 24 െ ଵݔ6 െ  ସݔ6
ݖ െ 24 ൌ ଵݔ4 െ  ସݔ6
 

ଵݔ4  ൅ ଶݔ0 ൅ ଷݔ0 െ ସݔ6 ൅ ହݔ0 ൌ ݖ െ 24 
 
ଷ
ସ
ଵݔ ൅ ଷݔ െ

ଵ
ସ
ସݔ ൌ 1     (1) 

 
ଵ
ସ
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅

ଵ
ସ
ସݔ ൌ 1    (2) 

 
ଵݔ െ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 1      (3) 
 
On augmente ݔଵ car 4 ൐ െ6 
 
On pose : ݔଵ ൌ ସݔ   ߠ ൌ ,݅ ׊   0 ௜ݔ ൒ 0 
 

ଶݔ ൒ 0   
  1 െ

1
4
ߠ ൒ 0    ߠ ൑ 4 

ଷݔ ൒ 0  1 െ
3
4
ߠ ൒ 0  ߠ ൑

4
3
 

ହݔ ൒ 0   
 

1 െ ߠ ൒ 0    ߠ ൑ 1 

 

ߠ ൌ min
 
൬4,

4
3
, 1൰ ൌ 1 
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La nouvelle solution: 
ଵݔ ൌ ସݔ   1 ൌ 0 
calcul des autres variables 

ଶݔ ൌ
ଷ
ସ
ଷݔ   ൌ

ଵ
ସ
ହݔ    ൌ ݖ    0 ൌ 28 

 
On exprime z en fonction de ݔସ et ݔହ (les variables nulles) ; pour cela on utilise la 3eme contrainte. 
ଵݔ െ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 1 
ଵݔ ൌ 1 ൅ ସݔ െ  ହݔ
 
ݖ െ 24 ൌ 4 ൅ ସݔ4 െ ହݔ4 െ  ସݔ6
ݖ െ 28 ൌ െ2ݔସ െ  ହݔ4
 

ଵݔ0  ൅ ଶݔ0 ൅ ଷݔ0 െ ସݔ2 െ ହݔ4 ൌ ݖ െ 28 
 

ଷݔ ൅
ଵ
ଶ
ସݔ െ

ଷ
ସ
ହݔ ൌ

ଵ
ସ
     (1) 

 

ଶݔ ൅
ଵ
ଶ
ସݔ െ

ଵ
ସ
ହݔ ൌ

ଷ
ସ
    (2) 

 
ଵݔ െ ସݔ ൅ ହݔ ൌ 1      (3) 
 
Comme les coefficients de ݔସ et ݔହ sont négatifs dans l’équation ݖ ൌ ݂ሺݔସ,  ହሻ on ne peut plusݔ
augmenter z. 
La solution est donc : 
ଵݔ ൌ 1    

ଶݔ ൌ
3
4
 

ݖ ൌ 28 
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5) La méthode des tableaux du simplexe 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൑ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൑ 5    (3) 
 
Max z = 10ݔଵ + 24 ݔଶ 
 
Introduction des variables d’écart : 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ସݔ ൌ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ହݔ ൌ 5      (3) 
 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ24 ൅ ଷݔ0 ൅ ସݔ0 ൅ ହݔ0 ൌ  ݖ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1ere règle : Choisir l’indice j du vecteur colonne qui entre dans la base tel que ∆௝  soit le plus grand 
positif possible. 
 
∆ଵൌ 10 
∆ଶൌ 24 

 ∆ଶൌ 24 est le plus grand   j=2 
 
Le vecteur colonne 2 entre dans la base. 
2eme règle : Choisir l’indice i du vecteur colonne qui sort de la base tel que i corresponde la valeur 
minimale (toujours positive) des rapports de la forme 

௫೔
௔೔ೕ

 (j étant le j de la 1ere règle) 

ଷݔ
ܽଷଶ

ൌ
2
1
ൌ 2 

 
ସݔ
ܽସଶ

ൌ
4
4
ൌ 1 

 
ହݔ
ܽହଶ

ൌ
5
4
ൌ 1,25 

 
Le vecteur colonne 4 sort de la base (i=4). 

Vecteurs hors 
base

Vecteurs de 
base 



Moca B2  2007 
 

11   

 

 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ      

0  3   
3
4 

0  1 
1
4  0    1  ligne[3]‐(ligne[4] :4) 

24  2   
1
4 

1  0 
1
4 

0    1  ligne[4] :4 

0  5    1  0  0  ‐1  1    1  ligne[5]‐4*(ligne[4] :4) 

  ௝ܥ     10  24  0  0  0       

  Sol    0  1  1  0  1       

  ∆݆    4  0  0  ‐6  0    24  ݖ :ligne[∆݆]‐24*(ligne[4] :4) 
 
 
 
Règle 1 : 
∆ଵൌ 4 
∆ସൌ െ6 

 ∆ଵൌ 4 est le plus grand   j=1 
 
Règle 2: 
 
ଷݔ
ܽଷଵ

ൌ
1
3
4ൗ
ൌ
4
3
 

 
ଶݔ
ܽଶଵ

ൌ
1
1
4ൗ
ൌ 4 

 
ହݔ
ܽହଵ

ൌ
1
1
ൌ 1 

 
Le vecteur colonne 5 sort de la base (i=5). 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ      

0  3    0  0  1 
1
2  െ

3
4   

1
4 

ligne[3]‐(ligne[5] :4 3ൗ ) 

24  2    0  1  0 
1
2  െ

1
4 

 
3
4 

ligne[2]‐(ligne[5] :4) 

10  1    1  0  0  ‐1  1    1  ligne[5] 

  ௝ܥ     10  24  0  0  0       

  Sol    1 
3
4 

1
4  0  0       

  ∆݆    0  0  0  ‐2  ‐4    28  ݖ :ligne[∆݆]‐ 4*ligne[5] 
 
 
ଵݔ ൌ 1 
 

ଶݔ ൌ
3
4
 

 
ݖ ൌ 28 
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6) utilisation de variables artificielles 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൑ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൑ 5    (3) 

ଵݔ ൅ ଶݔ ൒
ଵ
ଶ
     (4) 

 
Max z = 10ݔଵ + 24 ݔଶ 
 
Introduction des variables d’écart : 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ସݔ ൌ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ହݔ ൌ 5      (3) 

ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଺ݔ ൌ
ଵ
ଶ
     (4) 

 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ24 ൅ ଷݔ0 ൅ ସݔ0 ൅ ହݔ0 ൅ ଺ݔ0 ൌ  ݖ
 
 
ଵݔ ൌ 0    ଷݔ ൌ 2    ହݔ ൌ 5 
 

ଶݔ ൌ 0    ସݔ ൌ 4    ଺ݔ ൌ െ ଵ
ଶ
 

 Cette solution de base n’est pas admissible 
 
Pour trouver une solution de base admissible on introduit une variable artificielle (ݔ଻) 
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൌ 2     (1) 
ଵݔ ൅ ଶݔ4 ൅ ସݔ ൌ 4    (2) 
ଵݔ2 ൅ ଶݔ4 ൅ ହݔ ൌ 5      (3) 

ଵݔ ൅ ଶݔ െ ଺ݔ ൅ ଻ݔ ൌ
ଵ
ଶ
    (4) 

 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ24 ൅ ଷݔ0 ൅ ସݔ0 ൅ ହݔ0 ൅ ଺ݔ0 െ ଻ݔܯ ൌ   ݖ (avec M0ب) 
 

ଵݔ ൌ 0    ଷݔ ൌ 2    ହݔ ൌ 5    ଻ݔ ൌ
ଵ
ଶ
 

 

ଶݔ ൌ 0    ସݔ ൌ 4    ଺ݔ ൌ 0    ݖ ൌ െ ଵ
ଶ
 ܯ
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௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ  ଻ݔ      

0  3    1  1  1  0  0  0  0    2 

0  4    1  4  0  1  0  0  0    4 

0  5    2  4  0  0  1  0  0    5 

‐M  7    1  1  0  0  0  ‐1  1    1
2ൗ  

  ௝ܥ     10  24  0  0  0  0  ‐M       

  Sol    0  0  2  4  5  0  1
2ൗ        

  ∆݆   

10+M
 

24+M
 

0  0  0  ‐M  0   

െ
1
2 ൗ M

 

 ݖ

1ere règle :  
24+M > 10+M 

 2 rentre en base 
 
2eme règle :  
ଵ
ଶൗ
ଵ
 est le plus petit 

௫೔
௔೔మ

    7 sort de la base 

௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ  ଻ݔ      

0  3    0  0  1  0  0  1  ‐1    3
2ൗ  

0  4    ‐3  0  0  1  0  4  ‐4    2 

0  5    ‐2  0  0  0  1  4  ‐4    3 

24  2    1  1  0  0  0  ‐1  1    1
2ൗ  

  ௝ܥ     10  24  0  0  0  0  ‐M       

  Sol    0  1
2ൗ   3

2ൗ   2  3  0  0       

  ∆݆    ‐14  0  0  0  0  ‐M  ‐M‐24    12   ݖ
 

∆଻ൌ െܯ െ 24  soit une valeur largement négative et donc nous pouvons à présent nous passer d’ݔ଻ 

1ere règle :  
 6 rentre en base 

 
2eme règle :  

4 sort de la base 

௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

0  3    3
4ൗ   0  1  െ1 4ൗ   0  0    1 

0  6    െ3 4ൗ   0  0  1
4ൗ   0  1    1

2ൗ  

0  5    1  0  0  ‐1  1  0    1 

24  2    1
4ൗ   1  0  1

4ൗ   0  ‐1    1 

  ௝ܥ     10  24  0  0  0  0       

  Sol    0  1  1  0  1  1
2ൗ        

  ∆݆    4  0  0  ‐6  0  0    24   ݖ
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1ere règle :  
 1 rentre en base 

 
2eme règle :  

5 sort de la base 

௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

0  3    0  0  1  1
2ൗ   െ3 4ൗ   0    1

4ൗ  

0  6    0  0  0  െ1 2ൗ   3
4ൗ   1    5

4ൗ  

0  1    1  0  0  ‐1  1  0    1 

24  2    0  1  0  1
2ൗ   െ1 4ൗ   0    3

4ൗ  

  ௝ܥ     10  24  0  0  0  0       

  Sol    1  3
4ൗ   1

4ൗ   0  1  5
4ൗ        

  ∆݆    0  0  ‐2  ‐4  0  0    28   ݖ
 

ଵݔ ൌ 1 
 

ଶݔ ൌ
3
4
 

 
ݖ ൌ 28 
 
 

7) Problème dual d’un programme linéaire 

 

a) Introduction 
 
Problème primal : 
ݖ ݔܽܯ ൌ ଵݔଵܥ  ൅ ܥଶݔଶ  ൅ ௡ݔ௡ܥ ൅ڮ  

 
ܽଵଵݔଵ  ൅  ܽଵଶݔଶ  ൅ ௡ݔ൅ ܽଵ௡ڮ ൑  ଵܤ   (1) 
ܽଶଵݔଵ  ൅  ܽଶଶݔଶ  ൅ ௡ݔ൅ ܽଶ௡ڮ ൑  ଶܤ   (2) 
… 
ܽ௠ଵݔଵ  ൅ ܽ௠ଶݔଶ  ൅ ௡ݔ൅ ܽ௠௡ڮ ൑   ௠ܤ (m) 
 
݅׊ א ሾ1, ݊ሿ: ݔ௜ ൒ 0 
 

• Maximisation de z 
• Contraintes ൑ 
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Problème dual : 
Ԣݖ ݊݅ܯ ൌ ଵݑଵܤ  ൅ ܤଶݑଶ  ൅ ௡ݑ௡ܤ ൅ڮ  

 
ܽଵଵݑଵ  ൅ ܽଶଵݑଶ  ൅ ௠ݑ൅ ܽ௠ଵڮ ൒  ଵܥ   (1) 
ܽଵଶݑଵ  ൅ ܽଶଶݑଶ  ൅ ௠ݑ൅ ܽ௠ଶڮ ൒  ଶܥ   (2) 
… 
ܽଵ௡ݑଵ  ൅  ܽଶ௡ݑଶ  ൅ ௠ݑ൅ ܽ௠௡ڮ ൒  ௡ܥ   (n) 
 
݅׊ א ሾ1, ݊ሿ: ݑ௜ ൒ 0 
 

• minimisation de z’ 
• Contraintes ൒ 

 
 
Exemple : 
 
Problème Primal : 
 
ݖ ݔܽܯ ൌ ଵݔ14 ൅ ଶݔ17 ൅ ଷݔ12  
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൑ 40    (1) 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ12 ൅ ଷݔ7 ൑ 420  (2) 
ଵݔ6 ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ5 ൑ 280  (3) 
 
Problème dual : 
 
Ԣݖ ݊݅ܯ ൌ ଵݑ40 ൅ ଶݑ420 ൅ ଷݑ280  
 
ଵݑ ൅ ଶݑ10 ൅ ଷݑ6 ൒ 14   (1) 
ଵݑ ൅ ଶݑ12 ൅ ଷݑ9 ൒ 17   (2) 
ଵݑ ൅ ଶݑ7 ൅ ଷݑ5 ൒ 12    (3) 
 

b) Résolution du problème dual par la méthode du simplexe 
 
Introduction de variables d’écart : 
 
ଵݑ ൅ ଶݑ10 ൅ ଷݑ6 െ ସݑ ൌ 14    (1) 
ଵݑ ൅ ଶݑ12 ൅ ଷݑ9 െ ହݑ ൌ 17    (2) 
ଵݑ ൅ ଶݑ7 ൅ ଷݑ5 െ ଺ݑ ൌ 12    (3) 
 
ݔܽܯ െ ᇱݖ ൌ െ40ݑଵ െ ଶݑ420 െ ଷݑ280 ൅ ସݑ0 ൅ ହݑ0 ൅ ଺ݑ0  
 
Solution évidente : 
 
ଵݑ ൌ 0    ସݑ ൌ െ14 
ଶݑ ൌ 0    ହݑ ൌ െ17 
ଷݑ ൌ 0    ଺ݑ ൌ െ12 
 
ݖ ൌ 0 
 
Ce n’est pas une solution de base admissible car ݑସ, ,ହݑ ଺ݑ ൏ 0 
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Introduction de variables artificielles: 
 
ଵݑ ൅ ଶݑ10 ൅ ଷݑ6 െ ସݑ ൅ ଻ݑ ൌ 14    (1) 
ଵݑ ൅ ଶݑ12 ൅ ଷݑ9 െ ହݑ ൅ ଼ݑ ൌ 17    (2) 
ଵݑ ൅ ଶݑ7 ൅ ଷݑ5 െ ଺ݑ ൅ ଽݑ ൌ 12    (3) 
 
െݖᇱ ൌ െ40ݑଵ െ ଶݑ420 െ ଷݑ280 ൅ ସݑ0 ൅ ହݑ0 ൅ ଺ݑ0 െ ଻ݑܯ െ ଼ݑܯ െ  ଽݑܯ
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ  ଻ݔ  ଼ݔ  ଽݔ      

‐M  7    1  10  6  ‐1  0  0  1  0  0    14 

‐M  8    1  12  9  0  ‐1  0  0  1  0    17 

‐M  9    1  7  5  0  0  ‐1  0  0  1    12 

  ௝ܥ     ‐40  ‐420  ‐280  0  0  0  ‐M  ‐M  ‐M       

  Sol    0  0  0  0  0  0  14  17  12       

  ∆݆   

െ
40

൅
ܯ3

 

െ
420

൅
ܯ29

 

െ
280

൅
ܯ20

 

‐M  ‐M  ‐M  0  0  0   

െ
ܯ43

 

െݖԢ 

 
 
Apres un certain nombre d’itérations : 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

‐40  1    1  0  0  3
7ൗ   8

7ൗ   െ18 7ൗ     38
7ൗ  

‐420  2    0  1  0  െ4 7ൗ   1
7ൗ   3

7ൗ     3
7ൗ  

‐280  3    0  0  1  5
7ൗ   െ3 7ൗ   െ2 7ൗ     5

7ൗ  

  ௝ܥ     ‐40  ‐420  ‐280  0  0  0       

  Sol    38
7ൗ   3

7ൗ   5
7ൗ   0  0  0       

  ∆݆    0  0  0  െ160 7ൗ   െ100 7ൗ   െ20 7ൗ     െ4180 7ൗ   െݖԢ 
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c) Passage du tableau final du problème dual au tableau final du problème primal 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

‐40  1    1  0  0  3
7ൗ   8

7ൗ   െ18 7ൗ     38
7ൗ  

‐420  2    0  1  0  െ4 7ൗ   1
7ൗ   3

7ൗ     3
7ൗ  

‐280  3    0  0  1  5
7ൗ   െ3 7ൗ   െ2 7ൗ     5

7ൗ  

  ௝ܥ     ‐40  ‐420  ‐280  0  0  0       

  Sol    38
7ൗ   3

7ൗ   5
7ൗ   0  0  0       

  ∆݆    0  0  0  െ160 7ൗ   െ100 7ൗ   െ20 7ൗ     െ4180 7ൗ   െݖԢ 
 
 

    Colonnes du dual           
     ଵݑ  ଶݑ  ଷݑ  ସݑ  ହݑ  ଺ݑ   S       

Lignes du dual 

 ଵݑ ‐1  0  0  ‐3 7ൗ   ‐8 7ൗ   +18 7ൗ     ‐38 7ൗ    ସݔ Colonnes du prim
al

 ଶݑ 0  ‐1  0  +4 7ൗ   ‐1 7ൗ   ‐3 7ൗ     ‐3 7ൗ    ହݔ

 ଷݑ 0  0  ‐1  ‐5 7ൗ   +3 7ൗ   +2 7ൗ     ‐5 7ൗ    ଺ݔ

 ସݑ 0  0  0  1  0  0    0   ଵݔ

 ହݑ 0  0  0  0  1  0    0   ଶݔ

 ଺ݑ 0  0  0  0  0  1    0   ଷݔ
                         
  ∆݆  0  0  0  +160 7ൗ   +100 7ൗ   +20 7ൗ     +4180 7ൗ    Ԣݖ+    

     ସݔ  ହݔ  ଺ݔ  ଵݔ ଶݔ   ଷݔ            
    Lignes du primal           

 
Il faut multiplier les lignes du dual dont le ∆݆ = 0 et la ligne des ∆݆ par ‐1. 
 
Les règles de transformations : 

• variables d’écart du problème dual ՞ variables principales du problème primal 
• variables principales du problème dual ՞ variables d’écart du problème primal 
• lignes du problème dual ՞ colonnes du problème primal 
• colonnes du problème dual ՞ lignes du problème primal 
• ∆݆ du problème dual ՞ solutions du problème primal 
• solutions du problème dual ՞ ∆݆ du problème primal 
Ԣ du problème dual ՞ݖ •  du problème primal ݖ
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   ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ   S   

 ଵݔ 1  0  0  ‐3 7ൗ   4
7ൗ   ‐5 7ൗ     160

7ൗ    

 ଶݔ 0  1  0  ‐8 7ൗ   ‐1 7ൗ   3
7ൗ     100

7ൗ    

 ଷݔ 0  0  1  18
7ൗ   ‐3 7ൗ   2

7ൗ     20
7ൗ    

 ସݔ 0  0  0  ‐1  0  0    0   

 ହݔ 0  0  0  0  ‐1  0    0   

 ଺ݔ 0  0  0  0  0  ‐1    0   

                   

∆݆  0  0  0  ‐38 7ൗ   ‐3 7ൗ   ‐5 7ൗ     4180
7ൗ   ݖ

 
 
De là, nous pouvons en déduire le tableau final 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

14  1    1  0  0  ‐3 7ൗ   4
7ൗ   ‐5 7ൗ     160

7ൗ  

17  2    0  1  0  ‐8 7ൗ   ‐1 7ൗ   3
7ൗ     100

7ൗ  

12  3    0  0  1  18
7ൗ   ‐3 7ൗ   2

7ൗ     20
7ൗ  

  ௝ܥ     14  17  12  0  0  0       

  Sol    160
7ൗ   100

7ൗ   20
7ൗ   0  0  0       

  ∆݆    0  0  0  ‐38 7ൗ   ‐3 7ൗ   ‐5 7ൗ     4180
7ൗ    ݖ

 
 
ଵݔ ൌ 160

7⁄  

ଶݔ ൌ 100
7⁄  

ଷݔ ൌ 20
7⁄  

 

ݖ ൌ 4180
7⁄  

 
 

 

8) Programmation linéaire paramétrée 
 

a) Paramétrage des coefficients de la fonction économique 
 
ݖ ݔܽܯ ൌ ଵݔ14 ൅ ଶݔ17 ൅ ଷݔ12  
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൑ 40    (1) 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ12 ൅ ଷݔ7 ൑ 420  (2) 
ଵݔ6 ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ5 ൑ 280  (3) 
 
Comment évolue la solution lorsque le coefficient de la variable ݔଷ varie dans la fonction 
économique ?  
 
ݖ ݔܽܯ ൌ ଵݔ14 ൅ ଶݔ17 ൅  ଷݔଷܥ
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Avec ܥଷ ൌ 12ሺ1 ൅ ߣ ሻ avecߣ א ሾെ1;൅∞ሾ  ଷܥ  א ሾ0;൅∞ሾ 
Tableau final : 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

14  1    1  0  0  ‐3 7ൗ   4
7ൗ   ‐5 7ൗ     160

7ൗ  

17  2    0  1  0  ‐8 7ൗ   ‐1 7ൗ   3
7ൗ     100

7ൗ  

12 ሺ1
൅
ߣ ሻ 

3    0  0  1  18
7ൗ   ‐3 7ൗ   2

7ൗ     20
7ൗ  

  ௝ܥ     14  17 

12 ሺ1
൅
ߣ ሻ 

0  0  0       

  Sol    160
7ൗ   100

7ൗ   20
7ൗ   0  0  0       

  ∆݆    0  0  0 

െ
૜ૡૠ

െ
2167

 ߣ

െ
37
൅
367

 ߣ

െ
57
െ
247

 ߣ

 

4180
7

൅
2407

 ߣ

 ݖ

 

λ  െ1  െ
5
24  െ

19
108 

1
12  ∞ 

∆ସൌ െ
38
7
െ
216
7

λ    +  +  ‐  ‐   

∆ହൌ െ
3
7
൅
36
7
λ    ‐  ‐  ‐  +   

∆଺ൌ െ
5
7
െ
24
7
λ    +  ‐  ‐  ‐   

Décision   
Soit VC4, soit  
VC6 rentre 

VC4 rentre 
Solution 
stable 

VC5 entre dans 
la base 

 

 

 

1er cas :  

ߣ א ൤െ1;െ
5
24
൤ 

 
Règle 1 : 
 
∆ସ൐ 0 
∆ହ൏ 0 
∆଺൒ 0 
 
∆ସ൐ ∆଺ 
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Règle 2 : 
 
ଵݔ
ܽଵସ

ൌ െ
160
3

 

 
ଶݔ
ܽଶସ

ൌ െ
25
2
 

 
ଷݔ
ܽଷସ

ൌ
10
9
 

 
 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

14  1    1  0  1
6ൗ   0  1

2ൗ   ‐2 3ൗ     70
3ൗ  

17  2    0  1  4
9ൗ   0  ‐1 3ൗ   5

9ൗ     140
9ൗ  

0  4    0  0  7
18ൗ   1  ‐1 6ൗ   1

9ൗ     10
9ൗ  

  ௝ܥ     14  17 

12 ሺ1
൅
ߣ ሻ 

0  0  0       

  Sol    70
3ൗ   140

9ൗ   0  10
9ൗ   0  0       

  ∆݆    0  0 

199
൅
12λ 

0  െ
4
3  െ

1
9 

 
5320
9    ݖ

 

Sur l’intervalle ߣ א ቂെ1;െ ହ
ଶସ
ቂ les ∆݆ sont tous ൑ 0   FIN 

 
Solution : 

ଵݔ ൌ
70
3
 

 

ଶݔ ൌ
140
9

 

 
ଷݔ ൌ 0 
 

ݖ ൌ
5320
9  

 
Réponses sans les développements pour les autres cas : 
 
2eme cas :  

ߣ א ൨െ
5
24

;െ
19
108

൨ 
Solution identique au premier cas 
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3eme cas : 

ߣ א ൨െ
19
108

;
1
12
൨ 

La solution est stable sur cet intervalle 

ଵݔ ൌ
160
7

 

 

ଶݔ ൌ
100
7

 

 

ଷݔ ൌ
20
7
 

 

ݖ ൌ
4180
7 ൅

240
7  ߣ

 
 
4eme cas : 

ߣ א ൨
1
12

;൅∞൤ 
 

2 sous cas : 

  ߣ א ቃ ଵ
ଵଶ
; ହ
ଵଶ
ቃ 

   

 
  ଵݔ ൌ 0 
 
  ଶݔ ൌ 20 
 
  ଷݔ ൌ 20 
 
  ݖ ൌ 580 ൅  ߣ240
 

 

  ߣ א ቃ ହ
ଵଶ
; ൅∞ቂ 

   

 
  ଵݔ ൌ 0 
 
  ଶݔ ൌ 0 
 
  ଷݔ ൌ 40 
 
  ݖ ൌ 480 ൅  ߣ480
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b) paramétrage des seconds membres des contraintes 
 
 
ݖ ݔܽܯ ൌ ଵݔ14 ൅ ଶݔ17 ൅ ଷݔ12  
 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൅ ଷݔ ൑ 40    (1) 
ଵݔ10 ൅ ଶݔ12 ൅ ଷݔ7 ൑ 420  (2) 
ଵݔ6 ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ5 ൑ 280  (3) 
 
On veut faire évoluer le membre de droite de la 3eme inéquation 
 
ଵݔ6 ൅ ଶݔ9 ൅ ଷݔ5 ൑ 280ሺ1 ൅ ߛ ሻ avecߛ א ሾെ1;൅∞ሾ 
 
Conversion en problème dual 
 
Ԣݖ ݊݅ܯ ൌ ଵݑ40 ൅ ଶݑ420 ൅ 280ሺ1 ൅ ଷݑ ሻߛ  
 
ଵݑ ൅ ଶݑ10 ൅ ଷݑ6 ൒ 14   (1) 
ଵݑ ൅ ଶݑ12 ൅ ଷݑ9 ൒ 17   (2) 
ଵݑ ൅ ଶݑ7 ൅ ଷݑ5 ൒ 12    (3) 
 
Tableau final du problème dual 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

‐40  1    1  0  0  3
7ൗ   8

7ൗ   െ18 7ൗ     38
7ൗ  

‐420  2    0  1  0  െ4 7ൗ   1
7ൗ   3

7ൗ     3
7ൗ  

െ
280 ሺ1

൅
γ ሻ 

3    0  0  1  5
7ൗ   െ3 7ൗ   െ2 7ൗ     5

7ൗ  

  ௝ܥ     ‐40  ‐420 

െ
280 ሺ1

൅
γ ሻ 

0  0  0       

  Sol    38
7ൗ   3

7ൗ   5
7ൗ   0  0  0       

  ∆݆    0  0  0 

െ
1607

൅
200γ 

െ
1007

െ
120γ 

െ
207

െ
80γ 

 

െ
4180
7

െ
200γ 

െݖԢ 
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γ  െ1  െ
5
42  െ

1
28 

4
35  ∞ 

∆ସൌ െ
160
7

൅ 200γ    ‐  ‐  ‐  +   

∆ହൌ െ
100
7

െ 120γ    +  ‐  ‐  ‐   

∆଺ൌ െ
20
7
െ 80γ    +  +  ‐  ‐   

Décision   
Soit VC5, soit  
VC6 rentre 

VC6 rentre 
Solution 
stable 

VC4 entre dans 
la base 

 

 
 
Développons le 4eme cas : 
 
 

ߛ א ൤െ
4
3
;൅∞൤ 

 
Règle 1 : VC4 rentre 
Règle 2 : VC3 sort 
 
௜ܥ   ݅     ଵݔ  ଶݔ  ଷݔ  ସݔ  ହݔ  ଺ݔ      

‐40  1    1  0  െ3 5ൗ   0  5
7ൗ   െ12 5ൗ     5 

‐420  2    0  1  4
5ൗ   0  െ1 5ൗ   1

5ൗ     1 

0  4    0  0  7
5ൗ   1  െ3 5ൗ   െ2 5ൗ     1 

  ௝ܥ     ‐40  ‐420 

െ
280 ሺ1

൅
γ ሻ 

0  0  0       

  Sol    5  1  0  1  0  0       

  ∆݆    0  0 

32
െ
280γ 

0  ‐28  ‐12    ‐620  െݖԢ 

 

Dans l’intervalle ߛ א ቂെ ସ
ଷ
; ൅∞ቂ tous les ∆݆ sont ൑ 0, la solution est donc stable. 

 
െݖ ൌ െ620        ݖ ൌ 620 
ଵݑ ൌ 5          ସݔ ൌ 0   
ଶݑ ൌ 1          ହݔ ൌ 0   
ଷݑ ൌ 0          ଺ݔ ൌ െ32 ൅ 280γ   
ସݑ ൌ 1          ଵݔ ൌ 0 
ହݑ ൌ 0          ଶݔ ൌ 28 
଺ݑ ൌ 0          ଷݔ ൌ 12 
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γ:  െ1  െ
2
7
  െ

1
7  െ

5
42  െ

1
28

 
4
35

  ∞

    ଵݔ ൌ 0 
 
ଶݔ ൌ 0 
 
ଷݔ ൌ 56 ൅  ߛ56
 
ݖ ൌ 672 ൅  ߛ672
 

ଵݔ ൌ 80 ൅ ߛ280
 
ଶݔ ൌ 0 
 
ଷݔ ൌ െ40 െ  ߛ280
 
ݖ ൌ 640 ൅  ߛ560
 

ଵݔ ൌ
80
3 ൅  ߛ280

 

ଶݔ ൌ
40
3 ൅

280
3  ߛ

 
ଷݔ ൌ 0 
 
ݖ ൌ 600 ൅  ߛ280
 

ଵݔ ൌ
160
7 െ  ߛ200

 

ଶݔ ൌ
100
7 ൅  ߛ120

 

ଷݔ ൌ
20
7 ൅  ߛ80

 

ݖ ൌ
4180
7 ൅  ߛ200

 

ଵݔ ൌ 0 
 
ଶݔ ൌ 28 
 
ଷݔ ൌ 12 
 
ݖ ൌ 620 
 

 

 
 
 

9) Programmation linéaire en nombres entiers 
 
Les variables ݔ௜  prennent leurs valeurs dans Գ 
 

La méthode de séparation et évaluation 
 
Etape 1 : Résolution du programme linéaire 
 

• Résoudre le programme linéaire en relaxant les contraintes d’intégrité (ݔ௜   א  Թ) 
• Si la solution est entière   FIN 
• Sinon aller à l’étape 2 

 
Etape 2 : Séparation 
 

• Choisir une variable ݔ௞  non‐entière dans la solution optimale du programme linéaire (on 
prend celle avec la plus grande partie fractionnaire) 

• Partager l’ensemble des solutions admissibles S en deux sous ensembles S1 et S2 selon 
௞ݔ ൌ ௞෦ݔ ൅ ௞݂        ௞෦ : partie entiere etݔ ௞݂ : partie fractionnaire 

 
 

 
 
 
   

S 

S1  S2 

௞ݔ ൑   ௞෦ݔ ௞ݔ ൒ ௞෦ݔ ൅ 1  
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Etape 3 : Evaluation 
 
Pour chaque sous ensembles S1 et S2 on détermine la solution optimale (avec ݔ௜   א  Թ) 
 
On obtient deux solutions : 

• Une solution z1 pour ݔ௞ ൑   ௞෦ݔ
• Une solution z2 pour ݔ௞ ൒ ௞෦ݔ ൅ 1  

 
 
Etape 4 : Test 
 

• On examine la solution obtenue pour chaque sous ensemble S1 et S2 
• On fige la solution si : 

o Le sous ensemble donne comme solution l’ensemble vide (pas de solution) 
o Le sous ensemble donne une solution optimale entière 
o Le sous ensemble donne une solution moins bonne que la meilleur solution (entière) 

déjà trouvée 
• Si tous les sous ensembles sont figés, on garde la meilleure solution entière   FIN 
• Sinon retourner à l’étape 2 pour tous les sous ensembles non‐figés 

 
 
 
Exemple : 
 
max ݖ  ൌ െݔଵ ൅  ଶݔ2
 
െ4ݔଵ ൅ ଶݔ6 ൑ 9 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4 
 
,ଵݔ ଶݔ א   Գ  
 
 
Etape 1 : Résolution du programme linéaire 
 
(Résolution graphique) 
 
 

ଵݔ ൌ
3
2
ൌ 1 ൅

1
2
 

 

ଶݔ ൌ
5
2
ൌ 2 ൅

1
2
 

 

ݖ ൌ
7
2
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Etape 2 : Séparation 
 
On choisit ݔଶ pour séparer 
 

ଶݔ ൌ 2 ൅
1
2
 

 

ଶ෦ݔ ൌ 2 et  ଶ݂ ൌ
ଵ
ଶ
 

 
 
On partage l’ensemble des solutions admissibles en deux 
sous ensembles. 
 
S1 : ensemble des solutions pour ݔଶ ൑ 2 
S2 : ensemble des solutions pour ݔଶ ൒ 3 
 
On obtient deux nouveaux programmes linéaires : 
 
 
PL1 :  PL2 : 
max ݖ  ൌ െݔଵ ൅  ଶݔ2
 

max ݖ ൌ െݔଵ ൅ ଶݔ2
 

െ4ݔଵ ൅ ଶݔ6 ൑ 9 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4 
ଶݔ ൑ 2 
 

െ4ݔଵ ൅ ଶݔ6 ൑ 9
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4 
ଶݔ ൒ 3 
 

,ଵݔ ଶݔ א   Գ  
 

,ଵݔ ଶݔ א Գ
 

 
Etape 3 : Evaluation 
 
On résout PL1 : 
 

ଵݔ ൌ
3
4
 

 
ଶݔ ൌ 2 
 

ݖ ൌ
13
4
 

 
On résout PL2 : 
 
Il n’y a pas de solution dans ce cas 

 S2 est figée 
 
 
   

S 

S1  S2 

ଶݔ ൑ 2   ଶݔ ൒ 3 
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Etape 4 : Test 
 
On retourne à l’étape 2 car toutes les solutions ne sont pas figées 
 
 
Etape 2 : Séparation 
 
On utilise ݔଵ pour séparer 
 

ଵݔ ൌ 0 ൅
3
4
 

 
S11 : ensemble des solutions pour ݔଵ ൑ 0 
S12 : ensemble des solutions pour ݔଶ ൒ 1 
 
 
 
PL11 :  PL12 : 
max ݖ  ൌ െݔଵ ൅  ଶݔ2
 

max ݖ ൌ െݔଵ ൅ ଶݔ2
 

െ4ݔଵ ൅ ଶݔ6 ൑ 9 
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4 
ଶݔ ൑ 2 
ଵݔ ൑ 0 
 

െ4ݔଵ ൅ ଶݔ6 ൑ 9
ଵݔ ൅ ଶݔ ൑ 4 
ଶݔ ൑ 2 
ଵݔ ൒ 1 

,ଵݔ ଶݔ א   Գ  
 
 
 

,ଵݔ ଶݔ א Գ
 

Etape 3 : Evaluation 
 
On résout PL11 : 
 
ଵݔ ൌ 0 
 

ଶݔ ൌ
2
3
 

 
ݖ ൌ 3 
 
On résout PL12 : 
 
ଵݔ ൌ 1 
ଶݔ ൌ 2 
ݖ ൌ 3 
 

S12 est figée 
 
   

S1 

S11  S12 

ଵݔ ൑ 0  ଵݔ ൒ 1 
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Normalement, il faudrait faire encore une itération avec PL111 et PL112 car PL11 donne une solution 
non figée, mais on passe directement aux résultats : 
 
PL111 : 
 
ଵݔ ൌ 0 
ଶݔ ൌ 1 
ݖ ൌ 2 

 S111 est figée 
 
PL112 : 
Il n’y a pas de solution dans ce cas   S112 est figée 
 
 
Etape 4 : Test 
 
Toutes les solutions sont figées   l’algorithme se termine 
 
ଵݔ ൌ 1 
ଶݔ ൌ 2 
ݖ ൌ 3 
   



Moca B2  2007 
 

29   

 

n’ 

0 

1  2 

n 

p0n’(1) 

p1n’(1)

p2n’(1) 

pnn’(1) 

pn’n’(1) 

Chapitre 2 : Les chaines de Markov 
 

1) Représentation d’une chaine de Markov 
 
 
 
Nœuds : états de la chaine de Markov 
Arc : transition entre les états 
pnn' : probabilité de transition de n à n’ 
 
Probabilité d’être dans l’état n’ à l’instant i+1 : pn’(i+1) 
 
Probabilité d’être dans l’état n à l’instant i : pn(i) 
 

଴ሺ݅݌ ൅ 1ሻ ൌ෍ሺ݌௡ሺ݅ሻ · ௡଴ሺ1ሻሻ݌
௡

 

 

ଵሺ݅݌ ൅ 1ሻ ൌ෍ሺ݌௡ሺ݅ሻ · ௡ଵሺ1ሻሻ݌
௡

 

… 

௡ᇲሺ݅݌ ൅ 1ሻ ൌ෍ሺ݌௡ሺ݅ሻ · ௡௡ᇲሺ1ሻሻ݌
௡

 

 
 
Vecteur de probabilité :  
ሺ݅ሻ݌ ൌ ,଴ሺ݅ሻ݌| ,ଵሺ݅ሻ݌ ,ଶሺ݅ሻ݌ … ,  |௡ᇱሺ݅ሻ݌
 

0 ൑ ௡ሺ݅ሻ݌ ൑ 1 ෍݌௡ሺ݅ሻ ൌ 1
௡

 

 
ሺ݅݌ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݅ሻ݌ · ܶ 
 
T : matrice de taille ݊ᇱ ൈ ݊Ԣ formée des ݌௡௡ᇱ 
 

ܶ ൌ ተ

଴଴݌ ଴ଵ݌ ଴ଶ݌ … ଴௡ᇱ݌
ଵ଴݌ ଵଵ݌ ଵଶ݌ … ଵ௡ᇱ݌
… … … … …
௡ᇱ଴݌ ௡ᇱଵ݌ ௡ᇱଶ݌ … ௡ᇱ௡ᇱ݌

ተ 

 
ሺ݅ሻ݌ ൌ ሺ0ሻ݌ כ ܶ௜ 
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Exemple : 
 

 
  e1  e2  e3 
e1  0,3  0,6  0,1 
e2  0,2  0,3  0,5 
e3  0,1  0,7  0,2 

 
Vecteur d’état ݌ሺ݅ሻ : 
ሺ݅ሻ݌ ൌ ,௘ଵ݌| ,௘ଶ݌  |௘ଷ݌
 
Vecteur d’état initial : 

ሺ0ሻ݌ ൌ ฬ
1
3
,
1
3
,
1
3
ฬ 

 
 
 

On peut calculer ݌ሺ1ሻ, ,ሺ2ሻ݌ … ,  : ሺ݅ሻ݌
ሺ1ሻ݌ ൌ ሺ0ሻ݌ ൈ ܶ 
 

ሺ2ሻ݌ ൌ ሺ0ሻ݌ ൈ ܶଶ 
 

ሺ3ሻ݌ ൌ ሺ0ሻ݌ ൈ ܶଷ 
 
 
Calcul du vecteur d’état limite : 
lim
௜՜ஶ

ሺ݅ሻ݌ ൌ  ݌
 
ሺ݅݌ ൅ 1ሻ ൌ ሺ݅ሻ݌ · ܶ 
Avec ݅ ՜ ݌ : ∞ ൌ ݌ · ܶ 
 
On peut calculer le vecteur d’état limite en résolvant le système d’équation 
On peut aussi calculer le vecteur d’état limite en faisant : 

lim
௜՜ஶ

ܶ௜ ൌ ተ

଴݌ ଵ݌ ଶ݌ … ௡ᇱ݌
଴݌ ଵ݌ ଶ݌ … ௡ᇱ݌
… … … … …
଴݌ ଵ݌ ଶ݌ … ௡ᇱ݌

ተ 

 
,଴݌ ,ଵ݌ ,ଶ݌ … ,  ௡ᇱ sont les composantes du vecteur d’état limite݌
 
Dans le cas de l’exemple : 
 

ܶ ൌ อ
0,3 0,6 0,1
0,2 0,3 0,5
0,1 0,7 0,2

อ 

 
݌ ൌ ,ଵ݌| ,ଶ݌  |ଷ݌
 

,ଵ݌| ,ଶ݌ |ଷ݌ ൌ ,ଵ݌| ,ଶ݌ |ଷ݌ · อ
0,3 0,6 0,1
0,2 0,3 0,5
0,1 0,7 0,2

อ 

 
݌ ൌ |0.19, 0.49, 0.32| 

e2 

e1 
e3 

0,3 

0,6 

0,2 

0,3 

0,7 

0,5 

0,2 

0,1 

0,1 
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2) Classification des états d’une chaine de Markov 
 
Chaine de Markov irréductible : 
Une chaine de Markov est dite irréductible si tous les états communiquent entre eux 
 
Etats absorbants : 
Un état est absorbant si ݌௜௜ ൌ 1 
 
Etats périodiques : 
Un état est périodique s’il ne peut réapparaitre qu’à des intervalles réguliers équivalents 
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Chapitre 3 : Les files d’attente 
 

1) Généralités 
 
 

 
 
Les paramètres : 
 
1) Le nombre de serveurs : S 
2) Le nombre de positions d’attente : K+S (avec K nombre de position dans la file d’attente) 
3) Le type de service appliqué au modèle d’attente : PAPS (FCFS) 
4) Le nombre d’unités dans la source : M 
5) La nature des arrivées : elles suivent une loi de Poisson 

௡ܲሺݐሻ ൌ
ሺఒ௧ሻ೙

௡!
· ݁ିఒ௧  

 Nombre moyen d’arrivées dans le système d’attente par unité de temps : ߣ

௡ܲሺݐሻ : Probabilité d’observer n arrivées dans le système d’attente sur un intervalle de temps t 
 
Exemple : 10=ߣ arrivées par heure 

ଷܲሺ1݄ሻ ൌ
10ଷ

3!
ൌ 7.5 כ 10ିଷ 

 
ଵܲ଴ሺ1݄ሻ ൌ 0.125 
 

6) Nature des services : ils suivent une loi exponentielle 
Θ : Variable aléatoire qui représente l’intervalle de temps séparant deux services 
PሺΘ ൏ ሻߠ ൌ 1 െ eିµ஘ 
µ: nombre moyen de services par unité de temps 
 
Exemple : µ=2 services par heure 
PሺΘ ൏ 0.1݄ሻ ൌ 1 െ eିଶכ଴.ଵ ൌ 0.18 
PሺΘ ൏ 2݄ሻ ൌ 1 െ eିଶכଶ ൌ 0.99 
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2) File d’attente à un serveur 
 
Les paramètres : 
‐ M=∞ 
‐ K=∞ 
‐ S=1 
‐ PAPS 
‐ Les arrivées suivent une loi de Poisson de ݐ כ  ߣ
‐ Les services suivent une loi exponentielle de ݐ כ  ߤ
 
Hypothèse : 
 
Le nombre moyen d’arrivées par unité de temps ሺߣሻ est inferieur au nombre moyen de services par 
unité de temps. 
   
Graphe de la file d’attente : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Probabilité ࢔ࡼ du nombre d’unités dans le système d’attente 
 
଴ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ଴ܲሺݐሻ ൈ ሺ1 െ ሻݐ∆ߣ ൅ ଵܲሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤ

 
଴ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ଴ܲሺݐሻ ൌ െ ଴ܲሺݐሻ ൈ ݐ∆ߣ ൅ ଵܲሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤ

 
଴ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ଴ܲሺݐሻ

ݐ∆
ൌ െ ଴ܲሺݐሻ ൈ ߣ ൅ ଵܲሺݐሻ ൈ  ߤ

 
 
௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ݐ∆ߣ ൅ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺ1 െ ሺߣ ൅ ሻݐ∆ሻߤ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤ
 
௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ௡ܲሺݐሻ ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ݐ∆ߣ െ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤ
 
௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ௡ܲሺݐሻ

ݐ∆
ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ߣ െ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺߣ ൅ ሻߤ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ  ߤ

 

nn‐1 n+1  … … 

1 െ  ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ

1 െ ሺߣ ൅  ݐ∆ሻߤ

0 1 2

1 െ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤ 1 െ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤ 1 െ ሺߣ ൅  ݐ∆ሻߤ 1 െ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤ

 ݐ∆ߤ  ݐ∆ߤ ݐ∆ߤ  ݐ∆ߤ

Attente 

Service rendu 
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lim
∆௧՜଴

ቆ ௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ െ ௡ܲሺݐሻ
ݐ∆

ቇ ൌ ܲᇱ௡ሺݐሻ 

ܲᇱ଴ሺݐሻ ൌ െ ଴ܲሺݐሻ ൈ ߣ ൅ ଵܲሺݐሻ ൈ  ߤ
 
ܲԢ௡ ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ߣ െ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺߣ ൅ ሻߤ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ  ߤ
 
 
 
En régime permanent : 
 
௡ܲሺݐሻ ൌ ௡ܲ 
ܲԢ଴ ൌ 0 
 
െ ଴ܲ ൈ ߣ ൅ ଵܲ ൈ ߤ ൌ 0 
௡ܲିଵ ൈ ߣ െ ௡ܲ ൈ ሺߣ ൅ ሻߤ ൅ ௡ܲାଵ ൈ ߤ ൌ 0 

 
 

ଵܲ ൌ ൬
ߣ
ߤ
൰ · ଴ܲ 

௡ܲିଵ · ߣ െ ௡ܲ · ሺߣ ൅ ሻߤ ൅ ௡ܲାଵ · ߤ ൌ 0 
 
Dans le cas où ݊ ൌ 1 
 
଴ܲ · ߣ െ ଵܲ · ሺߣ ൅ ሻߤ ൅ ଶܲ · ߤ ൌ 0 

 

ଶܲ ൌ െ ଴ܲ · ൬
ߣ
ߤ
൰ ൅ ଵܲ · ൬

ߣ ൅ ߤ
ߤ

൰ ൌ ଴ܲ · ൬
ߣ
ߤ
൰
ଶ

 

 
 
Dans le cas où ݊ ൌ 2 
 

ଷܲ ൌ ଴ܲ · ൬
ߣ
ߤ
൰
ଷ

 

 
Règle générale : 
 

௡ܲ ൌ ଴ܲ · ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

 

 
 
Calcul de  ଴ܲ 
 

෍ ௡ܲ ൌ 1
ஶ

௡ୀ଴

 

 

෍ ଴ܲ · ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

ൌ 1
ஶ

௡ୀ଴

 

 



Moca B2  2007 
 

35   

 

଴ܲ · ෍ ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

ൌ 1
ஶ

௡ୀ଴

 

 

Rappel : 
 

෍൬
ߣ
ߤ
൰
௡

ൌ
1 െ ቀߤߣቁ

ேାଵ

1 െ ߣ
ߤ

ே

௡ୀ଴

 

 
 

Lorsque ቀఒ
ఓ
ቁ ൏ 1 et que ܰ ՜ ∞ alors 

 

ቀఒ
ఓ
ቁ
ேାଵ

՜ 0 
 

෍൬
ߣ
ߤ
൰
௡ஶ

௡ୀ଴

ൌ
1

1 െ ߣ
ߤ
 

 

଴ܲ ·
1

1 െ ߣ
ߤ
ൌ 1 

 

଴ܲ ൌ 1 െ
ߣ
ߤ
 

 

߰ ൌ
ߣ
ߤ
 

 
଴ܲ ൌ 1 െ  ߰ 

 
௡ܲ ൌ  ߰௡ሺ1 െ ߰ሻ 
 

b) Probabilité d’avoir dans le système un nombre d’unités N inferieur à n 
 

ܲሺܰ ൑ ݊ሻ ൌ෍ ௜ܲ

௡

௜ୀ଴

 

 

ܲሺܰ ൑ ݊ሻ ൌ෍൫ ଴ܲ · ߰௜൯
௡

௜ୀ଴

 

 

ܲሺܰ ൑ ݊ሻ ൌ ଴ܲ ·෍߰௜
௡

௜ୀ଴
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ܲሺܰ ൑ ݊ሻ ൌ ሺ1 െ  ߰ሻ ·
1 െ ߰௡ାଵ

1 െ ߰
 

 
ܲሺܰ ൑ ݊ሻ ൌ 1 െ ߰௡ାଵ 
 
 

c) Nombre moyen d’unités dans le système d’attente ࢔ഥ 
 

ത݊ ൌ ෍ ݊ · ௡ܲ

ஶ

௡ୀ଴

 

 

ത݊ ൌ
߰

1 െ ߰
 

 
 

d) Nombre moyen d’unités dans la file d’attente ഥ࢜ 
 

ҧݒ ൌ
߰ଶ

1 െ ߰
 

 
 

3) File d’attente à plusieurs serveurs 
 
Les paramètres : 
‐ M éléments dans la source=∞ 
‐ K positions d’attente=∞ 
‐ S>1 
‐ PAPS 
‐ Les arrivées suivent une loi de Poisson de ሺߣሻ 
‐ Les services suivent une loi exponentielle de ሺߤሻ 
 
Hypothèse : 
 

ߣ ൏  ou ܵߤ ఒ
ఓௌ
൏ 1 

 
Le nombre moyen d’arrivées par unité de temps est inférieur au nombre moyen de services par unité 
de temps. 
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Graphe du système d’attente : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) Probabilité ࢔ࡼ du nombre d’unités dans le système d’attente 
 
଴ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ଴ܲሺݐሻ ൈ ሺ1 െ ሻݐ∆ߣ ൅ ଵܲሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤ

 
Pour 1 ൑ n ൏ ܵ : 
௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ݐ∆ߣ ൅ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺ1 െ ሺߣ ൅ ሻݐ∆ሻߤ݊ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ ሺ݊ ൅ 1ሻݐ∆ߤ 
 
Pour ݊ ൒ ܵ : 
௡ܲሺݐ ൅ ሻݐ∆ ൌ ௡ܲିଵሺݐሻ ൈ ݐ∆ߣ ൅ ௡ܲሺݐሻ ൈ ሺ1 െ ሺߣ ൅ ሻݐ∆ሻߤܵ ൅ ௡ܲାଵሺݐሻ ൈ  ݐ∆ߤܵ
 
 
En régime permanent : 
 
௡ܲሺݐሻ ൌ ௡ܲ 
ܲԢ௡ሺݐሻ ൌ 0 
ܲԢ଴ ൌ 0 
 
െߣ ଴ܲ ൅ ߤ ଵܲ ൌ 0 
 
௡ܲିଵ ൈ ߣ െ ௡ܲ ൈ ሺߣ ൅ ሻߤ݊ ൅ ௡ܲାଵ ൈ ሺ݊ ൅ 1ሻߤ ൌ 0  (pour 1 ൑ ݊ ൏ ܵ) 

 
௡ܲିଵ ൈ ߣ െ ௡ܲ ൈ ሺߣ ൅ ሻߤܵ ൅ ௡ܲାଵ ൈ ߤܵ ൌ 0  (pour ܵ ൑ ݊) 

 
 
1er cas : 1 ൑ ݊ ൏ ܵ 
 

ଵܲ ൌ
ߣ
ߤ
· ଴ܲ 

 
Si n=1 : 
 

ଶܲ ൌ
1
2
· ൬
ߣ
ߤ
൰
ଶ

· ଴ܲ 

 

SS‐1  S+1 … … 

1 െ  ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ ݐ∆ߣ  ݐ∆ߣ

1 െ ሺߣ ൅  ݐ∆ሻߤ

0 1 2

1 െ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤ2 1 െ ሺߣ ൅ ሺܵ െ 1ሻߤሻ∆ݐ 1 െ ሺߣ ൅  ݐ∆ሻߤܵ 1 െ ሺߣ ൅ ݐ∆ሻߤܵ

 ݐ∆ߤ  ݐ∆ߤ2 ݐ∆ߤܵ ሺܵ ݐ∆ߤܵ െ 1ሻݐ∆ߤ

0 ൑ ݊ ൏ ܵ ܵ ൑ ݊
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Si n=2 : 
 

ଷܲ ൌ
1
6
· ൬
ߣ
ߤ
൰
ଷ

· ଴ܲ 

 
Cas général : 

௡ܲ ൌ
1
݊!
· ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

· ଴ܲ 

 
 
 
2eme cas : ܵ ൑ ݊ 
 

௡ܲ ൌ
1

ܵ௡ିௌ · ܵ!
· ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

· ଴ܲ 

 
Calcul de  ଴ܲ : 
 

෍ ௡ܲ

ାஶ

୬ୀ଴

ൌ 1 

 

଴ܲ ൅ ଴ܲ · ߰ ൅
1
2!
· ଴ܲ · ߰ଶ ൅ ൅ڮ

1
ሺܵ െ 1ሻ!

· ଴ܲ · ߰ௌିଵ ൅
1
ܵ!
· ଴ܲ · ߰ௌ ൅

1
ܵ! · ܵ

· ଴ܲ · ߰ௌାଵ ൅ ڮ ൌ 0 

 
 

଴ܲ · ቎෍
߰௡

݊!

Sିଵ

୬ୀ଴

൅
߰ௌ

ܵ!
· ෍൬

߰
ܵ
൰
௞ାஶ

୩ୀ଴

቏ ൌ 1 

 

଴ܲ · ቎෍
߰௡

݊!

Sିଵ

୬ୀ଴

൅
߰ௌ

ܵ!
·

1

1 െ ߰
ܵ
቏ ൌ 1 

 

଴ܲ ൌ
1

෍ ቀ߰
௡

݊! ቁ
Sିଵ

୬ୀ଴
൅ ߰ௌ

ܵ! ·
1

1 െ ߰
ܵ

 

 

b) Probabilité d’attendre 
 

ܲሺܰ ൒ ܵሻ ൌ ෍ ቈ ଴ܲ ·
1

ܵ௡ିௌ · ܵ!
· ൬
ߣ
ߤ
൰
௡

቉
ାஶ

௡ୀௌ

 

 

ܲሺܰ ൒ ܵሻ ൌ ଴ܲ ·
ܵ௦

ܵ!
· ෍ ൬

߰
ܵ
൰
௡ାஶ

௡ୀௌ
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ܲሺܰ ൒ ܵሻ ൌ ଴ܲ ·
ܵ௦

ܵ!
· ෍ ൬

߰
ܵ
൰
௡ାஶ

௡ୀௌ

 

 

ܲሺܰ ൒ ܵሻ ൌ ଴ܲ ·
ܵ௦

ܵ!
· ൦

1

1 െ ߰
ܵ
൅
1 െ ቀ߰ܵቁ

௦

1 െ ߰
൪ 

 
 

ܲሺܰ ൒ ܵሻ ൌ ଴ܲ ·
߰௦

ܵ! · ቀ1 െ ߰
ܵቁ

ൌ ௔ܲ 

 

c) Nombre moyen d’unités dans la file d’attente ഥ࢜ 
 

ҧݒ ൌ
߰ ௔ܲ

ܵ െ  ߰
 

 

ҧݒ ൌ ଴ܲ ·
߰௦ାଵ

ሺܵ െ 1ሻ! · ሺܵ െ  ߰ሻଶ
 

 
 

d) Nombre moyen d’unités dans le système d’attente ࢔ഥ 
 

ത݊ ൌ  ߰ ൬1 ൅ ௔ܲ

ܵ െ  ߰
൰ 

 
 

e) Temps moyen d’attente dans la file ࢚ࢌതതത 
 

ഥ݂ݐ ൌ
ҧݒ
ߣ
ൌ
1
ߤ
· ௔ܲ

ܵ െ  ߰
 

 
 

f) Temps moyen d’attente dans le système ࢚ഥ࢙  
 

ഥݏݐ ൌ
ത݊
ߣ
ൌ
1
ߤ
· ௔ܲ

ܵ െ  ߰
൅
1
ߤ
 

   



Moca B2  2007 
 

40   

 

Chapitre 4 : Problèmes d’ordonnancement 
 

1) Problèmes d’ordonnancement avec contrainte de ressources 
 
Contrainte de précédence :  
La tâche C ne peut commencer que si les tâches A et B sont terminées. 

 Méthodes MPM ou PERT 
 
Contrainte de ressources : 
La tâche C ne peut commencer que si les tâches A et B sont terminées, et qu’il y a suffisamment de 
ressources disponibles pour qu’elle s’exécute. 

 Méthode Sérielle (méthode de liste) 
 
Le but est de déterminer la durée de l’ordonnancement. 
 
Notations : 
  : ܫ • ensemble des tâches classées selon un ordre de priorité 
• ܷ :  ensemble des tâches traitées 
• ഥܷ :  complement de ܷ 
  : ݐ • variable qui représente le temps 
 ݅ ௜ :  date de rélisation au plus tot de la tâcheݐ •
 
Algorithme : 
 
ܷ ൌ ሼ׎ሽ 
ݐ ൌ 0 
Tant que ܷ ്  faire ܫ

ܵ ՚(sous ensemble des tâches de ഥܷ disponibles à l’instant ݐ 
Si ܵ ് ሼ׎ሽ alors 

Choisir dans ܵ la tâche ݅ de plus grande priorité 
ܷ ൌ ܷ ൅ ሼ݅ሽ 
௜ݐ ൌ  ݐ

Sinon 
Déterminer le plus petit instant ݐ où une tâche de ഥܷ 
devient disponible 

Fin si 
Fin tant que 
 
Remarques : 

• Une tâche est disponible si les tâches qui la précède sont achevées et s’il y a suffisamment de 
ressources pour l’exécuter 

• On ordonne les tâches dans le sens des dates au plus tard croissantes. 
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Exemple : 
 
Tâche  Durée  Ressource  Précédence 
a  6  3  ‐ 
b  3  2  ‐ 
c  6  1  ‐ 
d  2  1  b 
e  4  3  b 
f  3  3  d, a 
g  1  2  f, e, c 
 
Les ressources disponibles à un instant donné sont limitées à 5. 
 

 
ܫ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂, ݃ሽ 
ܷ ൌ ሼ׎ሽ 
 
ݐ ൌ 0  5 Unités de Ressource (UR) disponibles 

ܵ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ (Tâches disponibles : a,b,c) 
On choisit a (plus prioritaire) 
௔ݐ ൌ 0 ; ܷ ൌ ሼܽሽ 
ܽ prend 3 UR   il reste 2 UR 

ݐ ൌ 0  2 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼܾ, ܿሽ 
On choisit b 
௕ݐ ൌ 0 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾሽ 
ܾ prend 2 UR   il reste 0 UR 

ݐ ൌ 3  ܾ  se termine et libère 2 UR  
2 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼܿ, ݀ሽ 
On choisit ܿ 
௖ݐ ൌ 3 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿሽ 
ܿ prend 1 UR   il reste 1 UR 

   

D  b 

a 

c 

d 

e 

f

g F 

0 

0 

0 

0 
 
 
0 

0 
 
 
0 

0 
 
 
1 

0 
 
 
3 

3 
 
 
4 

6 
 
 
6 

3 
 
 
5 

9 
 
 
9 

10 
 
 
10 

3 

3 

6 

2
3

1 

4 

6

x Date au plus tôt 
x Date au plus tard 
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ݐ ൌ 3  1 UR disponible 
ܵ ൌ ሼ݀ሽ 
On choisit ݀ 
ௗݐ ൌ 3 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀ሽ 
݀ prend 1 UR   il reste 0 UR 

ݐ ൌ 5  ݀ se termine et libère 1 UR  
1 UR disponible 
ܵ ൌ ሼ׎ሽ (Aucune tâche n’est disponible) 

ݐ ൌ 6  ܽ se termine et libère 3 UR 
4 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼ݁, ݂ሽ 
On choisit e 
௘ݐ ൌ 6 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁ሽ 
� prend 3 UR   il reste 1 UR 

ݐ ൌ 9  ܿ se termine et libère 1 UR 
2 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼ׎ሽ (Aucune tâche n’est disponible) 

ݐ ൌ 10  ݁ se termine et libère 3 UR 
5 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼ݂ሽ 
On choisit ݂ 
௙ݐ ൌ 10 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂ሽ 
݂ prend 3 UR   il reste 2 UR 

ݐ ൌ 13 ݂ se termine et libère 3 UR 
5 UR disponibles 
ܵ ൌ ሼ݃ሽ 
௚ݐ ൌ 13 ; ܷ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, ݁, ݂, ݃ሽ 
 
Ressources dispo 
5  a  a  a  a  a  a  e  e  e  e  f  f  f  g     
4  a  a  a  a  a  a  e  e  e  e  f  f  f  g     
3  a  a  a  a  a  a  e  e  e  e  f  f  f       
2  b  b  b  c  c  c  c  c  c               
1  b  b  b  d  d                       

  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  temps 
                               

tâches 
 

a (6) 2 UR                   
 

 
                     

 

 
b (3) 2 UR                         

 
 

                           
 

 
      c (6) 1 UR             

 
 

                     
 

 
    d (2) 1UR                   

 
 

                             
 

 
            e (4) 3 UR           

 
 

                         
 

 
                    f (3) 3 UR     

 
 

                           
 

 
                        g (1) 2UR 

 
               

  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  temps 
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2) Problèmes d’ordonnancement sur ࡹ machines 
 

a) Ordonnancement de ࡺ tâches sur ࡹ machines identiques 
 

• ܰ tâches morcelables de durée  ଵܲ,  ଶܲ, … ,  ேܲ 
 machines ܯ •
• Une tâche ݅ s’exécute dans un intervalle de temps ሾܽ௜, ݀௜ሿ 
• La tâche ݅ est disponible à ݐ ൌ ܽ௜  
• La tâche ݅ doit d’achever à ݐ ൌ ݀௜  

 
Exemple : 
 
  ܽ  ܾ  ܿ  ݀
ܽ௜   0  0  0  2 
௜݌   2  2  4  2 
݀௜   5  3  4  5 
 
Avec ܯ ൌ 2 
 

 ଵܯ C  C  C  C  A 
 ଶܯ B  B  A  D  D 

  0  1  2  3  4  5 
 
Méthode : 
 

1. Modélisation du problème par un réseau de transport 
2. Application de l’algorithme de Ford‐Fulkerson sur le réseau de transport 

 
 
Etape 1 : La modélisation 
 
On relie une tâche ݅ à un instant ݐ si la tâche i peut s’exécuter dans l’intervalle de temps ሾܽ௜, ݀௜ሿ 

 

1 

2 

0 

3 

4

ܶ ܵ 

ܾ 

ܽ 

ܿ 

݀ 

durée 

[2] 

[2] 

[2] 

[4] 

[2] 

[2] 

[2] 

[2] 

[2] 

Nombre de 
machines 
disponibles 

Tous ces arcs ont 
une capacité de [1] 

tâches  instants 
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Etape 2 : Algorithme de Ford‐Fulkerson 
 
cf. cours de moca B1 
 

 ଵܯ B  B  A  C  A 
 ଶܯ C  C  C  D  D 

  0  1  2  3  4  5 
 

b) Ordonnancement de ࡺ tâches non interruptibles de durée identique sur ࡹ machines 
identiques 
 
     

• ܰ tâches non interruptibles de durée (1=݌) ݌ 
 machines identiques ܯ •
• Les contraintes de précédence sur les tâches forment un graphe convergent  

(Chaque nœud possède au plus un successeur) 
 
Le but  est de  minimiser la durée de l’ordonnancement. 
 
Méthode :  
 

1. On attribue un ordre de priorité à chaque tâche 
• la valeur ݆ߙ ൌ 0 à toute tâche qui n’a pas de successeur direct 
• la valeur ݆ߙ ൌ ݇ߙ ൅ 1  où ݇ est le successeur direct de ݆ 

2. On place les tâches non disponibles sur les machines dans l’ordre de priorité décroissant 
(une tâche est disponible si toutes les valeurs qui la précèdent sont achevées) 

 
Exemple :  

• 8 tâches de durée égale à 1 
• 3 machines 

 

 

1  83

2

7

5

6

4

݆ߙ ൌ 3 

݆ߙ ൌ 2 

݆ߙ ൌ 1 

݆ߙ ൌ 0 
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 ܮ ൌ   ሼ1, 3, 7, 8, 2, 5, 6, 4ሽ 
 
 

 1ܯ 1  8  5  6  4   
 2ܯ 3  2         
 3ܯ 7           

  0  1  2  3  4  5   
 
La durée totale de l’ordonnancement est de 5. 


